Задача №1.

Для объекта, движение которого задается уравнением 
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 с помощью принципа максимума найти управление 
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Решение.

Запишем уравнение в виде:
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Составим функцию Гамильтона:
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Уравнение для множителя Лагранжа
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Так как по условию принципа максимума 
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Видим, что в зависимости от знака 
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 находим интегрированием системы уравнений (*):
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Задача № 2


Для объекта, движение которого задается уравнением 
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 с помощью принципа максимума найдите управление 
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Решение.


Составим гамильтониан:
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Уравнение для множителя Лагранжа:
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Интегрированием получаем:
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Управление, максимизирующее гамильтониан:
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В зависимости от с p(t) может быть либо положительным, либо отрицательным, таким образом управление имеет не более одной точки переключения. Проинтегрируем исходное уравнение для трех случаев управления:


1) u=umax
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2) u=-umax
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3) u=0
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В точку x(10)=4 можем попасть управлениями 
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. Очевидно. что оптимальным в плане расхода топлива будет именно первый вариант (так как здесь наименьшее время “работы” управления).


Далее остается лишь определить момент включения управления umax. Проинтегрируем исходное уравнение с начальным условием x(0)=0 при управлении    u=umax. Получим


[image: image42.wmf](

)

t

e

u

t

x

4

max

1

2

)

(

-

-

=

 

Из этого выражения, кстати, видно, что если 
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Поскольку, (как нетрудно убедится путем прямой подстановки) если система начинает работу с управлением u=0, то с течением времени никаких изменений параметров не происходит, то аналогичная зависимость 
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Отсюда находим tвкл:
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Получаем наше оптимальное управление:
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Задача №3. 

Для объекта, движение которого задается уравнениями 
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 найти с помощью принципа максимума решение о переводе фазовой точки 
[image: image52.wmf])

,

(

2

1

x

x

x

=

 из заданного начального состояния 
[image: image53.wmf])

0

,

2

(

)

0

(

-

=

x

 в начало координат так, чтобы функционал 
[image: image54.wmf]ò

+

=

T

dt

t

u

k

I

0

2

)

(

, где 
[image: image55.wmf]0

>

k

 и Т не фиксирован, принимал свое наименьшее значение.

Решение.

Система является автономной, для нее сформулируем принцип максимума. Пусть задана следующая задача оптимального управления:
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Для оптимальности управления  
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[image: image63.wmf])

(

*

t

p

 такой, что  
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, являющегося точкой непрерывности управления  
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 функция Гамильтона 
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2) В конечный момент времени t1
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причем функция 
[image: image70.wmf]))

(

),

(

(

1

*

1

*

t

x

t

p

M

 является постоянной (ее значение не зависит от t).

Функция Гамильтона:
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Сопряженная система уравнений для множителей Лагранжа:
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имеет решение
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Экстремальное управление, максимизирующее гамильтониан:
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Найдем решения исходной системы для трех различных случаев управления (с учетом произвольных начальных условий, то есть 
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1) Для u=1:
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Найдем фазовые траектории, выражая из второго уравнения t и подставляя в первое:
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2) Для u=0:
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Фазовая траектория:
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3) Для u=–1:
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Фазовые траектории:
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Система начинает свое движение с разгона (u=1) а заканчивает торможением 
(u=-1), таким образом, исходя из краевых условий можем найти уравнения парабол фазовых траекторий для случаев u=1 и u=-1:

1) Для u=1 
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2) Для u=-1 
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 EMBED Equation.3  [image: image88.wmf]0
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[image: image91.wmf]2

2

2

1

x

x

=


Рассмотрим оптимальное управление, соответствующие функции 
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Управление в этом случае имеет вид:
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В момент переключения с управления с u*=0 на u*=-1:
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Найдем линию, в точках которой происходит переключение управления с u*=0 на u*=-1. Исходя из условия принципа максимума 
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 тогда для момента времени t2 имеем:
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Из рисунков видим, что
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тогда получаем
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Найдем далее время движения с управлением  u*(t)=0. Мы уже нашли, что


[image: image101.wmf]î

í

ì

+

-

=

=

2

1

2

1

1

c

t

c

p

c

p


или
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С учетом этого
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или
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Так как 
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Подставим в это выражение выражение для 
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В интервале 
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 фазовая точка движется под воздействием управления u*(t)=0. Пользуясь уравнением фазовой траектории 
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или с учетом найденного (t1–t2):
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Поскольку 
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С другой стороны
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приравниваем и получаем
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Далее поскольку 
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На этой кривой происходит переключение управления с u*=1 на u*=0 если 
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Далее, переключение управления с u*=0 на u*=-1 происходит на кривой 
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Задача №4.
На плоскости задана линия 
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Решение.

Функционал, определяющий длину кривой и подлежащий минимизации выглядит так:
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где 
[image: image128.wmf])

(

x

z

– линия, которую мы ищем (обозначили z(x) чтобы не путать с кривой 
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 (это разные кривые), но “фактически” z(x) есть у(x)) . 

Минимум данного функционала определяет линию наименьшей длины среди линий, соединяющих точки (a,A) и (b,B).


В нашем случае a=0, b=x1, граничные условия: A=z(0)=10, B=z(b)=y(b)=x12.
Данная задача относится к классу  задач с подвижным правым концом. Запишем для нее уравнение Эйлера:
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и условие трансверсальности:
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Функция, доставляющая минимум функционалу является решением уравнения Эйлера и удовлетворяет условию трансверсальности.

В нашем случае 
[image: image132.wmf]2
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, тогда уравнение Эйлера приобретает следующий вид:
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Данное уравнение имеет циклический первый интеграл, т. е. поскольку в функционале 
[image: image136.wmf]0
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, то уравнение Эйлера имеет первый интеграл
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Таким образом:
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Выражаем из этого уравнения 
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Интегрируем:
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Постоянную с2 находим из краевого условия z(0)=10:


[image: image143.wmf]10

2

=

c


Для нахождения постоянной с1 воспользуемся условием трансверсальности. Поскольку задано ограничение типа равенства на правом конце  
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, и тогда условие трансверсальности приобретает вид:
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Подставим туда все наши выражения, получим:
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упрощаем и получаем:
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Так как
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Подставляем в выражение для z(x):
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С учетом того, что
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находим
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Тогда из (*):
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Исходя из логики задачи выбираем
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Задача №5.
Процесс поворота вала двигателя описывается следующей системой дифференциальных уравнений: 
[image: image156.wmf]2

1

x

x

=

&

, 
[image: image157.wmf]u

x

=

2

&

, 
[image: image158.wmf]max

|

|

u

u

£

. Постройте с помощью принципа максимума Л.С. Понтрягина решение задачи поворота вала двигателя за заданное время Т на максимальный угол при условии: 
[image: image159.wmf]0

)

0

(

)

0

(

2

1

=

=

x

x

, 
[image: image160.wmf]0

)

(

2

=

T

x

, 
[image: image161.wmf]min

)

(

1

Þ

-

=

T

x

I


Решение.

Запишем минимизируемый функционал в форме интеграла:
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то есть фактически мы максимизируем угловое перемещение двигателя за заданное время Т при заданных краевых условиях.


Запишем гамильтониан:
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Система сопряженных уравнений для множителей Лагранжа:
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Откуда находим:
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Управление, максимизирующее гамильтониан:
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то есть
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Найдем х2(t) при 
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Возьмем граничные условия, с учетом того, что свою работу система начинает с разгона 
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таким образом 
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таким образом 
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 и закон изменения х2(t) имеет вид:
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Переключение управления с umax на –umax происходит в точке пересечения этих линий, которую можно найти, приравняв правые части:
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тогда легко найти, что
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Отсюда можно заключить, что так как 
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С другой стороны, на функцию  х1(t) не наложено никаких ограничений, тогда условие трансверсальности для множителя Лагранжа р1: 
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но так как это константа 
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таким образом можем найти с2:
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и наше оптимальное управление выглядит следующим образом:
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Задача №6.

Объект имеет описание вида 
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. Функционал (расход топлива) определяется зависимостью 
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. Построить с помощью принципа максимума решение задачи по переводу объекта из состояния 
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 в начало координат таким образом, чтобы было выполнено ограничение на управление и при этом 
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Решение.


Данная задача является задачей на минимизацию расхода топлива.


Гамильтониан для этой задачи равен 
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Так как по условию принципа максимума 
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Сопряженная система уравнений для множителей Лагранжа:
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решаем эту систему, получаем решение:
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Экстремальное управление, максимизирующее гамильтониан:
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Найдем решения исходной системы и фазовые траектории для трех различных случаев управления:

1) Для u=1:


Решения:
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Для нахождения фазовых траекторий, перепишем исходные уравнения в виде:
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Тогда фазовые траектории представляют собой окружности:
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2) Для u=0:

Решения:
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Для нахождения фазовых траекторий, перепишем исходные уравнения в виде:
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Тогда фазовые траектории представляют собой окружности:
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3) Для u=–1:

Решения:
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Для нахождения фазовых траекторий, перепишем исходные уравнения в виде:
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Тогда фазовые траектории представляют собой окружности:
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Задача №7


Найти оптимальное управление 
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 в начало координат за минимальное время.


Решение.


Гамильтониан для этой задачи равен 
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Управление максимизирующее гамильтониан:


1) u=–1 при  
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– этот случай нас не интересует, так как такое управление придает системе отрицательную скорость и уводит “влево”, тогда как нам нужно перевести ее “вправо” (из –1 в 0).


2) u=1/2 при 
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Задача №8.


Между пунктами А с координатами 
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 необходимо наметить профиль железнодорожного пути, задаваемый функцией 
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Решение. 

Перепишем условие задачи в форме, удобной для применения принципа максимума. Обозначим х как “время” t, y(x) как фазовую переменную x, 
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 как  управление u. При этом имеем ограничение на управление:  
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Имеем задачу с фиксированным временем перехода и закрепленными концами, в которой граничные условия:
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Функционал подлежащий минимизации имеет вид:
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где
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Запишем функцию Гамильтона:
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где 
[image: image235.wmf])
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– выражение в функционале. Гамильтониан для нашего случая:
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Управление, максимизирующее гамильтониан:
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то есть
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Сопряженное уравнение для множителя Лагранжа:
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Задача №10.


Для объекта, движение которого задается уравнением 
[image: image240.wmf]x
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 найти методом динамического программирования управление 
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Решение.


Пусть переводим систему из произвольной точки пространства в конечную точку 
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Функциональное уравнение Беллмана в общем виде:
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В нашем случае 
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Так как на управляющий параметр u не наложено никаких ограничений, то для определения минимума необходимо продифференцировать правую часть уравнения по u:
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и уравнение Беллмана принимает вид:
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Решим это уравнение относительно 
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Данное решение в соответствии с выражением 
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 приводит к двум синтезирующим функциям:
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Исходная система с управлением 
[image: image256.wmf]2
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 оказывается неустойчивой, а следовательно используем управление 
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, оно и будет оптимальным.
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