16. Кратные, криволинейные, поверхностные интегралы.

16.1. Двойной интеграл.
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16.1.1. Определение двойного интеграла. Теорема существования двойного интеграла. Пусть на плоскости Oxy задана ограниченная замкнутая область D с кусочно-гладкой границей, и пусть на области D определена функция 
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Если существует предел последовательности интегральных сумм при 
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Теорема существования двойного интеграла. Если подынтегральная функция 
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16.1.2. Геометрический смысл двойного интеграла. Геометрический смысл каждого слагаемого интегральной суммы: если 
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16.1.3. Свойства двойного интеграла.

16.1.3.1. Линейность. Если функции 
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Док-во. Для интегральных сумм справедливо равенство  
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 и пользуясь свойствами пределов, рассмотренными в разделе 4.4.6. Арифметические действия с пределами (конкретно, свойствами 4.4.10.1 и 4.4.10.2), получим требуемое равенство.
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Док-во. Пусть область 
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16.1.3.3. Интеграл от единичной функции по области 
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 равен площади этой области: 
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Док-во: Для любого разбиения 
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16.1.3.4. Интегрирование неравенств. Если в любой точке 
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Док-во. В любой точке 
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16.1.3.5.  Теоремы об оценке интеграла.

16.1.3.5.1. Если функция 
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 (цифрами над знаками импликации обозначены номера применяемых ранее доказанных свойств).

16.1.3.5.2. Если функция 
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Док-во. Эти неравенства непосредственно следуют из того, что 
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 и свойства 16.1.3.4. Интегрирование неравенств. 

16.1.3.6. Теорема о среднем. Если функция 
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Док-во. Непрерывная на ограниченной замкнутой области 
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16.1.4. Вычисление двойного интеграла. Двукратный (повторный) интеграл.

16.1.4.1. Определение простой (правильной) области.  Область 
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Область, правильную (простую) в направлении обеих осей, будем называть правильной.

[image: image404.wmf]D

[image: image405.wmf])

,

(

y

x

f

z

=

Ограниченную замкнутую область 
[image: image117.wmf]D

, правильную в направлении оси Oy, можно описать неравенствами 
[image: image118.wmf]î

í

ì

j

£

£

j

£

£

)

(

)

(

,

:

2

1

x

y

x

b

x

a

D

. Числа 
[image: image119.wmf]a

 и 
[image: image120.wmf]b

 существуют вследствие ограниченности области 
[image: image121.wmf]D

, функция 
[image: image122.wmf])

(

1

x

j

 образована нижними точками пересечения прямой 
[image: image123.wmf]0

x

x

=

 при 
[image: image124.wmf]b

x

a

<

<

0

 с границей области 
[image: image125.wmf]D

, функция 
[image: image126.wmf])

(

2

x

j

 - верхними точками пересечения этой прямой с границей области 
[image: image127.wmf]D

:


Аналогичным образом область 
[image: image128.wmf]D

, ограниченную, замкнутую и правильную в направлении оси Oх, можно описать неравенствами 
[image: image129.wmf]î

í

ì

y

£

£

y

£

£

)

(

)

(

,

:

2

1

y

x

y

d

y

c

D

. Функция 
[image: image130.wmf])

(

1

y

y

 образована левыми точками пересечения прямой 
[image: image131.wmf]0

y

y

=

 при 
[image: image132.wmf]d

y

c

<

<

0

 с границей области 
[image: image133.wmf]D

, функция 
[image: image134.wmf])

(

2

y

y

 - правыми точками пересечения этой прямой с границей области 
[image: image135.wmf]D

.

[image: image406.wmf]1

D


Для правильной области (т.е. области, правильной в направлении обеих осей) существуют оба способа представления: и 
[image: image136.wmf]î

í

ì

j

£

£

j

£

£

)

(

)

(

,

:

2

1

x

y

x

b

x

a

D

, и 
[image: image137.wmf]î

í

ì

y

£

£

y

£

£

)

(

)

(

,

:

2

1

y

x

y

d

y

c

D

.

16.1.4.2. Двукратный (повторный) интеграл. Пусть 
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 - область, простая в направлении оси Oy. Рассмотрим выражение 
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Свойства линейности и интегрирования неравенств следуют из этих свойств определённого интеграла; интеграл от единичной функции даёт площадь области
[image: image143.wmf]D

: 
[image: image144.wmf][

]

)

(

)

(

)

(

1

2

)

(

)

(

)

(

)

(

2

1

2

1

D

s

dx

x

x

y

dx

dy

dx

b

a

b

a

x

x

b

a

x

x

=

j

-

j

=

×

=

ò

ò

ò

ò

j

j

j

j

; 

[image: image407.wmf]2

D

теоремы об оценке и о среднем следуют из перечисленных свойств. Единственное свойство, с которым придётся повозиться - это свойство аддитивности. Мы докажем его в простой, но достаточной для нас форме: если область 
[image: image145.wmf]D

 разбита на две подобласти 
[image: image146.wmf]1

D

 и [image: image147.wmf]2

D

 прямой, параллельной одной из координатных осей, то двукратный интеграл по области 
[image: image148.wmf]D

 равен сумме интегралов по  
[image: image149.wmf]1

D

 и [image: image150.wmf]2

D

: 
[image: image151.wmf])

(

)

(

)

(

2

1

D

J

D

J

D

J

+

=

. 

[image: image408.wmf]3

D


Первый случай: прямая 
[image: image152.wmf]1

a

x

=

 параллельна оси Oy. Тогда 
[image: image153.wmf]ò

ò

ò

ò

ò

ò

j

j

j

j

j

j

+

=

=

b

a

x

x

a

a

x

x

b

a

x

x

dy

y

x

f

dx

dy

y

x

f

dx

dy

y

x

f

dx

D

J

1

2

1

1

2

1

2

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

(

 (аддитивность внешнего интеграла) 
[image: image154.wmf])

(

)

(

2

1

D

J

D

J

+

=

.


Второй случай: прямая 
[image: image155.wmf]1

с

y

=

 параллельна оси Oх. Воспользуемся сначала аддитивностью внешнего интеграла: 
[image: image156.wmf]=

=

ò

ò

j

j

b

a

x

x

dy

y

x

f

dx

D

J

)

(

)

(

2

1

)

,

(

)

(


[image: image409.wmf]4

D


[image: image157.wmf]=

+

+

=

ò

ò

ò

ò

ò

ò

j

j

j

j

j

j

b

b

x

x

b

a

x

x

a

a

x

x

dy

y

x

f

dx

dy

y

x

f

dx

dy

y

x

f

dx

1

2

1

1

1

2

1

1

2

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

(теперь применим свойство аддитивности для внутреннего интеграла в среднем слагаемом) = 
[image: image158.wmf]=

+

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

+

+

=

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

j

j

j

j

j

j

b

b

x

x

b

a

x

с

с

x

a

a

x

x

dy

y

x

f

dx

dy

y

x

f

dy

y

x

f

dx

dy

y

x

f

dx

1

2

1

1

1

2

1

1

1

1

2

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

 (применяем свойство линейности для внешнего интеграла в среднем слагаемом и перегруппировываем сумму)= 
[image: image159.wmf]=

+

+

+

=

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

j

j

j

j

j

j

b

b

x

x

b

a

x

с

b

a

с

x

a

a

x

x

dy

y

x

f

dx

dy

y

x

f

dx

dy

y

x

f

dx

dy

y

x

f

dx

1

2

1

1

1

2

1

1

1

1

1

1

2

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(



[image: image160.wmf]=

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

+

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

+

+

=

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

j

j

j

j

j

j

1

1

1

1

1

2

1

1

1

2

1

1

2

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

b

a

с

x

b

b

x

x

b

a

x

с

a

a

x

x

dy

y

x

f

dx

dy

y

x

f

dx

dy

y

x

f

dx

dy

y

x

f

dx


(первая фигурная скобка даёт повторный интеграл по 
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16.1.4.3. Теорема о переходе от двойного интеграла к повторному. Пусть 
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Док-во. Разобьём область 
[image: image188.wmf]D

 с помощью прямых, параллельных координатным осям, на подобласти 
[image: image189.wmf]n

D

D

D

K

,

,

2

1

. По доказанному выше, 
[image: image190.wmf]å

ò

ò

=

j

j

=

=

n

i

i

b

a

x

x

D

J

dy

y

x

f

dx

D

J

1

)

(

)

(

)

(

)

,

(

)

(

2

1

. К каждому из итегралов 
[image: image191.wmf])

(

i

D

J

 применим теорему о среднем: в любой области 
[image: image192.wmf]i

D

 найдётся точка 
[image: image193.wmf]i

P

 такая, что 
[image: image194.wmf])

(

)

(

)

(

i

i

i

D

s

P

f

D

J

=

. Следовательно, 
[image: image195.wmf]å

=

=

n

i

i

i

D

s

P

f

D

J

1

)

(

)

(

)

(

. В последнем равенстве справа стоит интегральная сумма для двойного интеграла 
[image: image196.wmf]òò

D

dxdy

y

x

f

)

,

(

. Будем мельчить разбиение области так, чтобы 
[image: image197.wmf]0

)

diam(

max

d

,

,

2

,

1

®

=

=

i

n

i

D

K

. Вследствие непрерывности функции 
[image: image198.wmf])

,

(

y

x

f

 по теореме существования интегральная сумма при этом стремится к двойному интегралу 
[image: image199.wmf]òò

D

dxdy

y

x

f

)

,

(

, т.е. в пределе получим 
[image: image200.wmf]òò

ò

ò

=

j

j

D

b

a

x

x

dxdy

y

x

f

dy

y

x

f

dx

)

,

(

)

,

(

)

(

)

(

2

1

, что и требовалось доказать.
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Если область не является правильной, её разбивают на правильные подобласти.

16.1.5. Замена переменных в  двойном интеграле.Двойной интеграл в полярных координатах.

16.1.5.1.Теорема о замене переменных в двойном интеграле. Пусть на плоскости Ouv задана область G, и пусть отображение 
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Пусть теперь i,j,k - базисные орты пространства, в котором лежит плоскость Oxy. Как известно, площадь параллелограмма, построенного на векторах 
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Мы доказали замечательную вещь. Если вокруг точки 
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16.1.5.2. Двойной интеграл в полярных координатах. Нам придётся применять эту формулу, в основном, для перехода к полярным координатам. Роль переменных u и v будут играть r и 
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16.1.6. Задачи на двойной интеграл. 

16.1.6.1. Переход от двойного интеграла к повторному. Изменение порядка интегрирования. Переход к полярным координатам. Смысл этих задач - научиться быстро определять параметры 
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Решение. Область 
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16.1.6.2. Вычисление двойного интеграла. Двойной интеграл вычисляется переходом к повторному. Рассмотрим ряд примеров.
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Здесь область 
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2. 
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Здесь область 
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 тоже правильна в направлении обеих осей, однако верхняя граница состоит из двух кусков: 
[image: image297.wmf]î

í

ì

£

<

£

£

-

+

=

j

;

1

0

,

1

;

0

1

,

1

2

)

(

2

x

x

x

x

, поэтому первый из повторных интегралов будет содержать два слагаемых: 
[image: image298.wmf]ò

ò

ò

ò

ò

òò

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

+

=

=

-

+

-

+

1

0

0

1

1

2

2

1

0

1

1

2

2

x

x

x

x

x

D

y

x

dx

xydy

dx

xydy

dx

xydxdy

I



[image: image299.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

ò

ò

ò

-

1

0

3

0

1

3

2

1

1

0

2

2

1

2

1

2

1

)

1

2

(

2

1

2

dx

x

x

dx

x

x

x

y

x

dx

x



[image: image300.wmf]6

1

4

1

3

2

8

3

8

1

8

1

4

1

3

2

8

3

8

1

4

1

2

1

2

2

3

0

1

2

3

4

1

0

4

2

0

1

2

3

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

-

-

ò

x

x

x

x

x

dx

x

x

x

;


[image: image301.wmf].

6

1

16

1

12

1

32

3

16

1

12

1

32

3

16

12

32

3

8

4

8

2

2

1

2

2

2

1

1

2

3

4

1

1

2

3

3

1

1

2

3

1

1

2

1

2

1

1

2

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

=

-

-

-

-

-

-

-

ò

ò

ò

ò

ò

òò

y

y

y

dy

y

y

y

y

y

y

y

dy

x

y

dy

xydx

dy

xydxdy

I

y

y

y

y

D


[image: image418.wmf])

(

2

x

y

j

=

Этот пример проще решается по второй формуле.
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Здесь переход к повторному интегралу по формуле 
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 бессмысленен, так как внутренний интеграл не берётся, в то же время второй повторный интеграл вычисляется без проблем: 
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Здесь область D ограничена окружностью радиуса а, сдвинутой на а единиц по оси Ох. Уравнения для правой, левой, верхней и нижней полуокружностей приведены на рисунке. Повторные интегралы в декартовых координатах 
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 можно вычислить, но это достаточно трудоёмко. Попробуем перейти к полярным координатам (это имеет смысл, так как и подынтегральная функция, и кривая, ограничивающая D зависят от выражения 
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Ответ явно неправильный. Мы должны получить объём тела, расположенного в полупространстве 
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16.1.7. Приложения двойного интеграла.
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16.1.7.1. Вычисление площадей плоских областей. В соответствии с свойством 16.1.3.3. Интеграл от единичной функции 
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Решение. Построить эти кривые можно только в полярных координатах; первое уравнение приводится к виду 
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16.1.7.2. Вычисление объёмов. Объём тела, ограниченного сверху и снизу поверхностями 
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[image: image423.wmf]D


Примеры. 1. Найти объём тела 
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Решение. Тело изображено на рисунке справа. Перебором возможностей убеждаемся, что проще всего описать это тело, если отправляться от его проекции на ось Oxz: 
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 Область D - треугольник, ограниченный прямыми 
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3. Найти объём области, ограниченной поверхностями 
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Решение.Первая поверхность - сфера, вторая - цилиндрическая - с образующими, параллельными оси Oz (в уравнении нет z в явной форме). Построить в плоскости Oxy кривую шестого порядка, заданную уравнением 
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 Эту кривую построить уже можно. 
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Пользуясь симметрией, получаем 
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 и т.д.
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16.1.7.3. Вычисление площади поверхности. Пусть в пространстве задана кусочно-гладкая поверхность 
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16.1.7.4. Механические приложения двойного интеграла должны решит. Будем считать, что D - неоднородная плоская пластина с поверхностной плотностью материала в точке Р равной 
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Аналогично находятся другие параметры пластины:

координаты центра тяжести 
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Пример: найти параметры неоднородной плоской пластины, ограниченной кривыми 
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Решение. 
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