
9. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí-2

9.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Fξ1,...,ξn(x1, . . . , xn) = Fξ1(x1) · . . . · Fξn(xn).

Äèñêðåòíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P(ξ1 = x1, . . . , ξn = xn) = P(ξ1 = x1) · . . . · P(ξn = xn).

Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

pξ1,...,ξn
(x1, . . . , xn) = pξ1(x1) · . . . · pξn

(xn).

Åñëè ξ è η � âåëè÷èíû ñ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ pξ,η(x, y), à B � áîðå-
ëåâñêîå ìíîæåñòâî, òî

P((ξ, η) ∈ B) =
∫ ∫

B

pξ,η(x, y) dx dy.

Â ÷àñòíîñòè äëÿ áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g : R2 → R

Fg(ξ,η)(z) =
∫ ∫

{g(x,y)<z}

pξ,η(x, y) dx dy.

Äëÿ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí ξ è η ñ ïëîòíîñòÿìè pξ è pη

pξ+η(x) =
∫ ∞

−∞
pξ(y)pη(x− y) dy � ñâåðòêà ïëîòíîñòåé pξ è pη.

9.2. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå

1. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå pij = P(ξ1 = i, ξ2 = j) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1

è ξ2 çàäàíî òàáëèöåé

i�j −1 0 1
−1 1/8 1/12 7/24
1 5/24 1/6 1/8

Íàéòè:

à) îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ pi· = P(ξ1 = i), p·j = P(ξ2 = j) è ïðîâåðèòü,
ÿâëÿþòñÿ ëè âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìûìè;

á) ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå qij = P(η1 = i, η2 = j) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
η1 = ξ1 + ξ2, η2 = ξ1ξ2;

â) îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ qi· = P(η1 = i), q·j = P(η2 = j).
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Îòâåò. à)
ξ1 −1 1
P 1/2 1/2

,
ξ2 −1 0 1
P 1/3 1/4 5/12

; ξ1 è ξ2 çàâèñèìû;

á) q−2,1 = 1/8, q−1,0 = 1/12, q0,−1 = 1/2, q1,0 = 1/6, q2,1 = 1/8, îñòàëüíûå
qij = 0;

â)
η1 −2 −1 0 1 2
P 1/8 1/12 1/2 1/6 1/8

,
η2 −1 0 1
P 1/2 1/4 1/4

2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû è èìåþò îäíî è òî æå äèñêðåòíîå
ðàñïðåäåëåíèå P(ξ = xi) = P(η = xi) = pi. Íàéòè P(ξ = η).
Îòâåò.

∑
i

p2
i .

3. Âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
îòðåçêå [0, 1]. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ξ1 + ξ2.
Îòâåò.

Fξ1+ξ2(z) =


0, z ≤ 0,
z2/2, 0 < z ≤ 1,
1− (2− z)2/2, 1 < z ≤ 2,
1, z > 2,

pξ1+ξ2(z) =

 z, 0 < z ≤ 1,
2− z, 1 < z ≤ 2,
0, z ≤ 0 èëè z > 2.

4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû è èìåþò îäíó è òó æå ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí η = max(ξ1, . . . , ξn), ζ = min(ξ1, . . . , ξn).
Îòâåò. Fη(x) = Fn(x), Fζ(x) = 1− (1− F (x))n.

9.3. Äîìàøíåå çàäàíèå

5. Ïóñòü ξ ∼ Bin(2, p), η ∼ Bin(3, p). Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξη, ñ÷èòàÿ ξ è η íåçàâèñèìûìè.

Îòâåò.
ξη 0 1 2 3 4 6

P q2 + q3 − q5 6p2q3 9p3q2 2p4q 3p4q p5

6. Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ > 0, ò. å. pξ1(x) = pξ2(x) = λe−λx, x > 0. Íàéòè
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ξ1 + ξ2.
Îòâåò. Fξ1+ξ2(z) = 1− e−λz − λze−λz, z > 0; pξ1+ξ2(z) = λ2ze−λz, z > 0.
7. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 è ξ2 íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàñ-
ñîíà ñ ïàðàìåòðàìè λ1 è λ2 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ξ1 + ξ2.
Îòâåò. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ1 + λ2.
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