
10. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí-3

10.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Åñëè ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ è ïëîòíîñòü ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

pξ,η(x, y) =
∂2Fξ,η(x, y)

∂x ∂y
.

Îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η èìåþò ïëîòíîñòè

pξ(x) =
∫ ∞

−∞
pξ,η(x, y) dy, pη(y) =

∫ ∞

−∞
pξ,η(x, y) dx.

Ñëó÷àéíûé âåêòîð ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â ìíîæåñòâå B ñ âåðîÿòíîñòüþ

P((ξ, η) ∈ B) =
∫ ∫

B

pξ,η(x, y) dx dy.

Åñëè B = [x1, x2)× [y1, y2), òî

P((ξ, η) ∈ B) = Fξ,η(x2, y2)− Fξ,η(x1, y2)− Fξ,η(x2, y1) + Fξ,η(x1, y1).

Êðîìå ýòèõ ôîðìóë èñïîëüçóþòñÿ ñâåäåíèÿ, ïðèìåíÿâøèåñÿ íà ïðåäûäóùèõ çàíÿòèÿõ.

10.2. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå

1. Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) èìååò ïëîòíîñòü pξ,η(x, y) =
{

A, x2 + y2 ≤ R2,
0, x2 + y2 > R2.

Íàéòè çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé

A è îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè pξ è pη. ßâëÿþòñÿ ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìûìè?

Îòâåò. A = 1
πR2 ; pξ(x) = pη(x) =

{
2
√

R2−x2

πR2 , |x| ≤ R,
0, |x| > R;

íåò.

2. Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
èìååò âèä:

Fξ,η(x, y) =
{

0, x ≤ 0 èëè y ≤ 0,

1− e−x2 − e−2y + e−x2−2y, x > 0, y > 0.

Íàéòè

à) ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ pξ,η(x, y);

á) âåðîÿòíîñòè P(−2 ≤ ξ < 2, 1 ≤ η < 3), P(ξ ≥ 0, η ≥ 1), P(ξ < 1, η ≥ 2);

â) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ è Fη.

ßâëÿþòñÿ ëè âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìûìè?

Îòâåò. à) pξ,η(x, y) =
{

0, x ≤ 0 èëè y ≤ 0,

4xe−x2−2y, x > 0, y > 0;
á) e−2 − 2e−6 + e−10, e−2, e−4 − e−5;

â) Fξ(x) =
{

0, x ≤ 0,

1− e−x2
, x > 0;

Fη(y) =
{

0, y ≤ 0,
1− e−2y, y > 0.

Äà.
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3. Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) èìååò ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

Fξ,η(x, y) =
1

4π2
(4 arctg x arctg y + 2π arctg x + 2π arctg y + π2).

Äîêàçàòü, ÷òî ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Íàéòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ è Fη. Âû÷èñ-
ëèòü âåðîÿòíîñòè P(−1 ≤ ξ ≤ 1, 1 ≤ η ≤

√
3), P(ξ > 1, η >

√
3).

Îòâåò. Fξ(x) = Fη(x) = 1
2 + 1

π arctg x; 1/24, 1/24.

10.3. Äîìàøíåå çàäàíèå

4. Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) èìååò ïëîòíîñòü pξ,η(x, y) =
{

Cxy2, x ∈ [0, 2], y ∈ [0, 1],
0, èíà÷å.

Íàéòè

à) çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé C;

á) îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè pξ(x) è pη(y);

â) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x), Fη(y), Fξ,η(x, y).

ßâëÿþòñÿ ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìûìè?

Îòâåò. à) C = 3/2; á) pξ(x) =
{

x
2 , x ∈ [0, 2],
0, èíà÷å; pη(y) =

{
3y2, y ∈ [0, 1],
0, èíà÷å; â) Fξ(x) =


0, x ≤ 0,
x2

4 , 0 < x ≤ 2,
1, x > 2;

Fη(y) =

 0, y ≤ 0,
y3, 0 < y ≤ 1,
1, y > 1;

Fξ,η(x, y) = Fξ(x)Fη(y). Äà.

5. Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η èìååò âèä:

pξ,η(x, y) =
{

0, x ≤ 0 èëè y ≤ 0,

3−x−y ln2 3, x > 0, y > 0.

Íàéòè

à) ôóíêöèþ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ,η(x, y);

á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé pξ è pη ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η;

â) P((ξ, η) ∈ B), ãäå B � òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (2, 1), (2, 2) è (5, 1).

ßâëÿþòñÿ ëè ξ è η íåçàâèñèìûìè?

Îòâåò. à) Fξ,η(x, y) =
{

0, x ≤ 0 èëè y ≤ 0,
(1− 3−x)(1− 3−y), x > 0, y > 0; á) pξ(x) = pη(x) =

{
0, x ≤ 0,
3−x ln 3, x > 0;

â) 14/272 ≈ 0.0192. Äà.
6. Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η èìååò âèä pξ,η(x, y) = C

(x2+y2+π)2 . Íàéòè

ïîñòîÿííóþ C è îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè pξ è pη. ßâëÿþòñÿ ëè âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìûìè?
Îòâåò. C = 1; pξ(x) = pη(x) = π

2(x2+π)3/2 ; íåò.

Óêàçàíèå. Ïðè âû÷èñëåíèè C ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì. Ïðè íàõîæäåíèè pξ ïîëîæèòü y2 +π =
a2 è ñäåëàòü çàìåíó x = a tg t.
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