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1.1 �°¥¤¬¥² ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©

�¥®°¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¿¢«¿¥²±¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ­ ³ª®©. � ª ¨

¤°³£¨¥ ° §¤¥«» ¬ ²¥¬ ²¨ª¨, ®­  ¨¬¥¥² ¤¥«® ­¥ ­ ¯°¿¬³¾ ± ®¡º¥ª-

² ¬¨ ¨ ¿¢«¥­¨¿¬¨ °¥ «¼­®£® ¬¨° ,   ± ¨µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬¨ ¬®¤¥-

«¿¬¨. �°®¶¥±± ¯®±²°®¥­¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨, ¥¥ ¨±±«¥¤®¢ -

­¨¿ ¨ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ - ¤®¢®«¼­® ±«®¦­»© ¬­®£®±²³¯¥­· ²»© ¯°®¶¥±±.

�­ · «¥, ­ ¡«¾¤ ¿ §  °¥ «¼­»¬ ®¡º¥ª²®¬, ¯°®¢®¤¿ ½ª±¯¥°¨¬¥­²»

¨ ­ ª ¯«¨¢ ¿ ´ ª²», ±²°®¿² ¬®¤¥«¨ ª®­ª°¥²­»µ ­ ³ª, ² ª¨µ, ª ª

´¨§¨ª , µ¨¬¨¿, ¡¨®«®£¨¿, ½ª®­®¬¨ª  ¨ ².¤. � «¥¥, ±° ¢­¨¢ ¿ ° §-

«¨·­»¥ ¬®¤¥«¨, ¢»¤¥«¿¿ ¨µ ±³¹¥±²¢¥­­»¥ ·¥°²», ®²¢«¥ª ¾²±¿ ®²

ª®­ª°¥²­»µ ®¡º¥ª²®¢ ¨ ¨±±«¥¤¤³¾² ²®«¼ª® ±²°³ª²³°³ ¬®¤¥«¥©.

�²® ¨ ¯°¨¢®¤¨² ­ ± ª ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨. �§³· ¿ ±¢®©±²¢ 

¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨, ¯°¨µ®¤¿² ª ®²ª°»²¨¾ ­®¢»µ ½´´¥ª²®¢ ¨

¯°¥¤±ª § ­¨¾ ¯®¢¥¤¥­¨¿ ½²®£® ®¡º¥ª²  ¢ ­®¢»µ ³±«®¢¨¿µ, £¤¥ ®­

° ­¥¥ ­¥ ­ ¡«¾¤ «±¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¢­®¢¼ ¢®§¢° ¹ ¥¬±¿ ª

°¥ «¼­®¬³ ®¡º¥ª²³.

�® ¢®§­¨ª­®¢¥­¨¿ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¯°¥¤¬¥²®¬ ¬ ²¥¬ ²¨-

ª¨ ¡»«¨ ²®«¼ª® ¬®¤¥«¨ ² ª¨µ ¿¢«¥­¨©, ¢ ª®²®°»µ ¨±µ®¤ ²¥µ ¨«¨

¨­»µ ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢ ®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥«¿«±¿ § ¤ ­¨¥¬ ­¥ª®²®°®£®

ª®¬¯«¥ª±  ­ · «¼­»µ ³±«®¢¨©. �« ±±¨·¥±ª¨¬ ¯°¨¬¥°®¬ ¿¢«¿¾²-

±¿ ¬¥µ ­¨·¥±ª¨¥ ¬®¤¥«¨. �ª±¯¥°¨¬¥­²» ² ª®£® ²¨¯  ¡³¤¥¬ ­ §»-

¢ ²¼ ¤¥²¥°¬¨­¨°®¢ ­­»¬¨. �® ­¥²°³¤­® ¯°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥°» ¨

² ª¨µ ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢, ª®£¤  ¯°¨ ¢®§¬®¦­®© ²®·­®±²¨ ´¨ª± ¶¨¨

­ · «¼­»µ ³±«®¢¨© ¨±µ®¤ ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ®¤­®§­ ·­® ­¥ ®¯°¥¤¥«¥­,

².¥. ­¥ª®²®°®¥ ±®¡»²¨¥A ¯°¨ § ¤ ­­®¬ ª®¬¯«¥ª±¥ ³±«®¢¨©K ¨­®£-

¤  ¯°®¨±µ®¤¨²,   ¨­®£¤  ­¥². � ª¨¥ ½ª±¯¥°¨¬¥­²» ¬» ¡³¤¥¬ ­ -

§»¢ ²¼ ½ª±¯¥°¨¬¥­² ¬¨ ± ­¥®¯°¥¤¥«¥­­»¬ ¨±µ®¤®¬ (²¥°-

¬¨­ "±«³· ©­»©" ¬» ±®µ° ­¨¬ ¤«¿ ¡®«¥¥ ²®·­»µ ´®°¬³«¨°®¢®ª).

�« ±±¨·¥±ª¨¬ ¯°¨¬¥°®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¡° ±»¢ ­¨¥ ¬®­¥²». � ª®£®

²¨¯  § ª®­®¬¥°­®±²¨ ¬®¦­® ¨§³· ²¼ ¤«¿ ² ª¨µ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­»µ

±¨²³ ¶¨©? �° §³ ¦¥ ®£®¢®°¨¬±¿, ·²® ²¥®°¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¨¬¥¥²

¤¥«® ­¥ ± «¾¡»¬¨ ½ª±¯¥°¨¬¥­² ¬¨ ± ­¥®¯°¥¤¥«¥­­»¬ ¨±µ®¤®¬,  

²®«¼ª® ± ² ª ­ §»¢ ¥¬»¬¨ ¬ ±±®¢»¬¨ ¿¢«¥­¨¿¬¨, ª®£¤  ½ª¯¥-

°¨¬¥­² ¯°®¢®¤¨²±¿ ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® ° § ¢ ®¤¨­ ª®¢»µ ³±«®¢¨¿µ ¨«¨
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° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¡®«¼¸ ¿ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ®¤­®°®¤­»µ ®¡º¥ª²®¢. �¨-

¯¨·­»© ¢®¯°®± ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© ( ± ¯° ª²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥-

­¨¿) - ­ ±ª®«¼ª® · ±²® ¯°®¨±µ®¤¨² ¤ ­­®¥ ±®¡»²¨¥A ¯°¨ § ¤ ­­®¬

ª®¬¯«¥ª±¥ ³±«®¢¨© K ¢ ¤«¨­­®© ±¥°¨¨ ¨±¯»² ­¨©. �²®¡» ¯¥°¥©²¨

ª ¡®«¥¥  ªª³° ²­»¬ ´®°¬³«¨°®¢ª ¬, ³²®·­¨¬ ­¥ª®²®°»¥ ¯®­¿-

²¨¿. �³±²¼ ¬» N ° § ¯°®¢¥«¨ ­¥ª®²®°»© ½ª±¯¥°¨¬¥­², ¢ ª®²®°®¬

±®¡»²¨¥ A ¯°®¨§®¸«® ¢ N(A) ¨±¯»² ­¨¿µ. �²­®±¨²¥«¼­®© · ±-

²®²®© ¯®¿¢«¥­¨¿ ±®¡»²¨¿ A ¢ N ¨±¯»² ­¨¿µ ­ §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

hN(A) =
N(A)

N
:

�²®¡» ¯®­¿²¼, ¬®¤¥«¨ ª ª¨µ ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢ ¨§³· ¾²±¿ ¢ ²¥®°¨¨

¢¥°®¿²­®±²¥©, ° ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²¥©¸¨© ¯°¨¬¥° - ¯®¤¡° ±»¢ ­¨¥

¬®­¥²». �»¯®«­¨¬ 6 ±¥°¨© ¯® 100 ¯®¤¡° ±»¢ ­¨© ¨ ¢ ª ¦¤®© ±¥-

°¨¨ ¯®¤±·¨² ¥¬ ·¨±«® N(A) ¯®¿¢«¥­¨© ±®¡»²¨¿ A, ª®£¤  ¬®­¥² 

¯ ¤ «  £¥°¡®¬ ¢¢¥°µ.

N = 100:

�¥°¨¿ N(A) hN(A)

1 56 0,56

2 48 0,48

3 52 0,52

4 50 0,50

5 47 0,47

6 46 0,46

�£°³¯¯¨°³¥¬ ½²¨ °¥§³«¼² ²» ¢ ²°¨ ±¥°¨¨ ¯® 200 ¯®¤¡° ±»¢ ­¨©.

N = 200

�¥°¨¿ N(A) hN(A)

1 104 0,520

2 104 0,510

3 93 0,465

�®¦­® ³¢¥«¨·¨¢ ²¼ ·¨±«® ¨±¯»² ­¨© ¢ ®¤­®© ±¥°¨¨ ¨ ±«¥¤¨²¼ § 

¯®¢¥¤¥­¨¥¬ ®²­®±¨²¥«¼­®© · ±²®²» hN(A). � °¥§³«¼² ²¥ ¬» ¯®«³-

· ¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®: 0,56; 0,52; 0,52; 0,515; 0,506; 0,498. �  ½²®¬

¯°¨¬¥°¥ ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ¢»¯®«­¥­» ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢ :
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1) ®²­®±¨²¥«¼­ ¿ · ±²®²  hN(A) ±®¡»²¨¿ A ¢ ¤«¨­­®© ±¥°¨¨

¨±¯»² ­¨© "²¿£®²¥¥²" ª ­¥ª®²®°®¬³ ¯®±²®¿­­®¬³ ­¥±«³· ©­®¬³

·¨±«³;

2) ¢ ° §­»µ ±¥°¨¿µ ¨±¯»² ­¨©, ­® ¯°®¢®¤¨¬»µ ¢ ®¤¨­ ª®¢»µ

³±«®¢¨¿µ, ®²­®±¨²¥«¼­»¥ · ±²®²» ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼­® ° ¢­»;

3) ¥±«¨ ¬» ¨§ ¤ ­­®© ±¥°¨¨ ¨±¯»² ­¨© ¢»¡¥°¥¬ ­¥ª®²®°³¾ ¯®¤-

±¥°¨¾, ­¥ ¨±¯®«¼§³¿ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ® °¥§³«¼² ² µ ½ª±¯¥°¨¬¥­² , ²®

­®¢ ¿ ®²­®±¨²¥«¼­ ¿ · ±²®²  ²¿£®²¥¥² ª ²®¬³ ¦¥ ·¨±«³.

�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ¢»¯®«­¥­®

±¢®©±²¢® ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ³±²®©·¨¢®±²¨ · ±²®², ¥±«¨ ¢»¯®«-

­¥­» ±¢®©±²¢  1-3. �«³· ©­»¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¬ ¡³¤¥¬ ­ §»-

¢ ²¼ ² ª®©, ¢ ª®²®°®¬ ¢»¯®«­¥­® ±¢®©±²¢® ³±²®©·¨¢®±²¨ · ±²®².

�¥®°¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© - ½²® ° §¤¥« ¬ ²¥¬¥²¨ª¨, £¤¥ ¨§³· ¾²-

±¿ ¬®¤¥«¨ ¬ ±±®¢»µ ±«³· ©­»µ ¿¢«¥­¨©, ¤«¿ ª®²®°»µ ¢»¯®«­¿¥²±¿

±¢®©±²¢® ³±²®©·¨¢®±²¨ · ±²®².

�¨±«®, ª ª®²®°®¬³ ²¿£®²¥¥² ®²­®±¨²¥«¼­ ¿ · ±²®²  hn(A), ¡³-

¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ½²®£® ±®¡»²¨¿. �¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»-

²¨¿ A ¨§¬¥°¿¥² ¬¥°³ ¢®§¬®¦­®±²¨ ¥£® ¯®¿¢«¥­¨¿ ¢ ±«³· ©­®¬

½ª±¯¥°¨¬¥­²¥.

� ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¨§³· ¾²±¿ ±¢®©±²¢  ¢¥°®¿²­®±²¥© ° §-

«¨·­»µ ±®¡»²¨©. �±­®¢­ ¿ § ¤ ·  ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© ª ª ¬ -

²¥¬ ²¨·¥±ª®© ­ ³ª¨ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡», §­ ¿ ¢¥°®¿²­®±²¨

®¤­¨µ ±®¡»²¨©, ¢»·¨±«¨²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¤°³£¨µ, ² ª ¨«¨ ¨­ ·¥

±¢¿§ ­­»µ ± ¯¥°¢»¬¨.
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1.2 �¨±ª°¥²­®¥ ¢¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®

1.2.1 �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²­®£® ¯°®±²° ­±²¢ 

�°¨ ¯®±²°®¥­¨¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨ ¬» ¤®«¦­» ­ ©²¨ ª®¬-

¯°®¬¨±± ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢ ¬¨. � ®¤­®© ±²®°®­», ®­ 

¤®«¦­  ¡»²¼ ¤®±² ²®·­® ¯®¤°®¡­®©, ·²®¡» ³·¥±²¼ ¢±¥ ±³¹¥±²¢¥­-

­»¥ ·¥°²» ¨§³· ¥¬®£® ¿¢«¥­¨¿. � ¤°³£®© ±²®°®­», ­¥®¡µ®¤¨¬® ®²-

¡°®±¨²¼ ¢±¥ ­¥±³¹¥±²¢¥­­»¥ ¤¥² «¨, § ²¥¬­¿¾¹¨¥ ±³²¼ ¤¥« . �§-

«¨¸­¿¿ ¯®¤°®¡­®±²¼ § ²°³¤­¿¥² ¨§³·¥­¨¥ ±¢®©±²¢ ¬®¤¥«¨,   ·°¥§-

¬¥°­®¥ ³¯°®¹¥­¨¥ ¬®¦¥² ¯°¨¢¥±²¨ ª ­¥¯° ¢¨«¼­»¬ ¢»¢®¤ ¬ ®²-

­®±¨²¥«¼­® ¯®¢¥¤¥­¨¿ °¥ «¼­®© ±¨±²¥¬».

�» ­ ·¨­ ¥¬ ¨§³·¥­¨¥ ª³°±  ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© ± ¨±±«¥¤®¢ -

­¨¿ ±¢®©±²¢ ¬®¤¥«¥© ² ª¨µ ±«³· ©­»µ ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢, ª®²®°»¥

¨¬¥¾² ª®­¥·­®¥ ¨«¨ ±·¥²­®¥ ·¨±«® ¨±µ®¤®¢. �«¥¬¥­² °­»¬ ¨±-

µ®¤®¬ ¬» ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ² ª®¥ ±®¡»²¨¥, ª®²®°®¥ ®¤­®§­ ·­® (

± ®¯°¥«¥­­®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿) £®¢®°¨² ® ²®¬, ·¥¬ § ª®­·¨«±¿ ½ª±-

¯¥°¨¬¥­². �²® ±° §³ ¦¥ ­ ª« ¤»¢ ¥² ­  ¬­®¦¥±²¢® ½«¥¬¥­² °­»µ

¨±µ®¤®¢ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¢ ¦­®¥ ®£° ­¨·¥­¨¥: ¢ ª ¦¤®¬ ¨±¯»² ­¨¨ ¯°®-

¨±µ®¤¨² ®¤¨­ ¨ ²®«¼ª® ®¤¨­ ½«¥¬¥­² °­»© ¨±µ®¤.

�²®¡» ¯®­¿²¼, ª ª ¤®«¦­  ¢»£«¿¤¥²¼ ­ ¸  ¬®¤¥«¼, ° ±±¬®²-

°¨¬ ¯°¨¬¥°. �¤­®°®¤­»© ¨£° «¼­»© ª³¡¨ª ¢ ®¤¨­ ª®¢»µ ³±«®¢¨-

¿µ ¯®¤¡° ±»¢ ¾² ¬­®£® ° § ¨ ®²¬¥· ¾² ·¨±«® ®·ª®¢, ¢»¯ ¢¸¨µ

­  ¢¥°µ­¥© £° ­¨. �±­®, ·²® ¢ ½²®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥ ¥±²¼ 6 ½«¥¬¥­-

² °­»µ ¨±µ®¤®¢, ª®²®°»¥ ¬» ®¡®§­ ·¨¬ !1; !2; : : : ; !6 (!k ®§­ · -

¥², ·²® ¢»¯ «® k ®·ª®¢). �³±²¼ hN(!k) - ®²­®±¨²¥«¼­ ¿ · ±²®² 

¯®¿¢«¥­¨¿ ¨±µ®¤  !k. �®£¤  ½²¨ · ±²®²» ®¡« ¤ ¾² ±«¥¤³¾¹¨¬¨

±¢®©±²¢ ¬¨:

1) hN(!k) � 0; 8k;

2)
6P

k=1
hN(!k) = 1:

� ª ®²¬¥· «®±¼ ¢»¸¥, · ±²®²» ²¿£®²¥¾² ª ­¥ª®²®°»¬ ·¨±« ¬, ª®-

²®°»¥ ¬» ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ ½²¨µ ¨±µ®¤®¢. �±­®, ·²®

®­¨ ¤®«¦­» ­ ±«¥¤®¢ ²¼ ±¢®©±²¢  · ±²®². �²¨ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼­»¥

° ±±¬®²°¥­¨¿ ¯°¨¢®¤¿² ­ ± ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥­¨¾.
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1 . �¨±ª°¥²­»¬ ¢¥°®¿²­®±²­»¬ ¯°®±²° ­±²-

¢®¬ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯ °  (
; P ), £¤¥ 
 - ª®­¥·­®¥ ¨«¨ ±·¥²­®¥ ¬­®-

¦¥±²¢®, P - ¢¥¹¥±²¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, § ¤ ­­ ¿ ­  
, ² ª ¿, ·²®

1) P (!) � 0; 8! 2 
;

2)
P
!2


P (!) = 1:

�­®¦¥±²¢® 
 ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²° ­±²¢®¬ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±-

µ®¤®¢, ¥£® ½«¥¬¥­²» ! - ½«¥¬¥­² °­»¬¨ ¨±µ®¤ ¬¨,   ·¨±«®

P (!) - ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¯®¿¢«¥­¨¿ ½«¥¬¥­² °­®£® ¨±µ®¤  !.

�°¨¬¥° 1. �¨¬¬¥²°¨·­³¾ ¬®­¥²³ ¯®¤¡° ±»¢ ¾² ®¤¨­ ° §. �¤¥±¼

¤¢  ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤ : ¢»¯ « £¥°¡ - �, ¢»¯ «  ¶¨´°  - �. � ª¨¬

®¡° §®¬, 
 = f� ; �g: � ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¥±²¥±²¢¥­­® ¯®«®¦¨²¼

P (� ) = 1=2; P (�) = 1=2:

�°¨¬¥° 2. �¤­®°®¤­»© ±¨¬¬¥²°¨·­»© ¨£° «¼­»© ª³¡¨ª ¯®¤¡° -

±»¢ ¾² ®¤¨­ ° §. � ½²®¬ ±«³· ¥


 = f1; 2; 3; 4; 5; 6g; P (!) = 1=6:

�°³£¨¥ ¯°¨¬¥°» ¡³¤³² ¯°¨¢¥¤¥­» ­  ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ­¿²¨¿µ.

� ¦­³¾ °®«¼ ¨£° ¥² ±«¥¤³¾¹¨© · ±²­»© ±«³· © ¤¨±ª°¥²­®£® ¢¥-

°®¿²­®±²­®£® ¯°®±²° ­±²¢ .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2 . �®¢®°¿², ·²® ¬» ¨¬¥¥¬ § ¤ ·³ ­  ª« ±±¨·¥±ª®¥

®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨, ¥±«¨ 
 = f!1; : : : ; !ng-ª®­¥·­®¥ ¬­®¦¥±-
²¢® ¨ ¤«¿ ¢±¥µ !i; P (!i) = 1=n; ².¥. ¢±¥ ¨±µ®¤» ° ¢­®¢®§¬®¦­».

�¡»·­® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® ° ¢­®¢®§¬®¦­®±²¨ ¨±µ®¤®¢ ¤¥« ¥²±¿

¨§ ±®®¡° ¦¥­¨© ±¨¬¬¥²°¨¨ § ¤ ·¨. �® ² ª «¨ ½²® ­  ± ¬®¬ ¤¥«¥

(².¥. ¢¥°­  «¨ ¬®¤¥«¼), ¬®¦­® ³±² ­®¢¨²¼ ²®«¼ª® ¨§ ±° ¢­¥­¨¿ ±

½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»¬¨ ¤ ­­»¬¨.

1.2.2 �®¡»²¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¨ ­ ¤ ­¨¬¨.

�® ±¨µ ¯®° ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ²®«¼ª® ½«¥¬¥­² °­»¥ ¨±µ®¤», ².¥.

¢ ­¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥ ¯°®±²¥©¸¨¥ ±®¡»²¨¿. �® ª°®¬¥ ­¨µ ­ ± ¬®-

£³² ¨­²¥°¥±®¢ ²¼ ¨ ¤°³£¨¥, ¡®«¥¥ ±«®¦­»¥ ±®¡»²¨¿. � ¯°¨¬¥°¥ 2
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¬» ¬®¦¥¬ ° ±±¬®²°¥²¼ ±®¡»²¨¥ A, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ¢»¯ «®

·¥²­®¥ ·¨±«® ®·ª®¢. � ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© ® ª ¦¤®¬ ±®¡»²¨¨ ¬»

µ®²¨¬ §­ ²¼ ²®«¼ª® ®¤­®: ¯°®¨§®¸«® ®­® ¨«¨ ­¥² ¢ ¤ ­­®¬ ¨±¯»² -

­¨¨. � ¦¤®¥ ¨±¯»² ­¨¥ (².¥. ®¤­®ª° ²­®¥ ¯°®¢¥¤¥­¨¥ ½ª±¯¥°¨¬¥­-

² ) § ª ­·¨¢ ¥²±¿ ¯®¿¢«¥­¨¥¬ ®¤­®£® ¨§ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢,

ª®²®°»¥ ®¤­®§­ ·­® ®¯¨±»¢ ¾² ²®, ·¥¬ § ª®­·¨«±¿ ½ª±¯¥°¨¬¥­².

� · ±²­®±²¨, ¯® ½«¥¬¥­² °­®¬³ ¨±µ®¤³ ! ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼, ¯°®-

¨§®¸«® ±®¡»²¨¥ A ¨«¨ ­¥². �®½²®¬³ ¢±¥ ½«¥¬¥­² °­»¥ ¨±µ®¤» ¤¥-

«¿²±¿ ­  ¤¢¥ £°³¯¯»: ²¥ !, ª®²®°»¥ ¯°¨¢®¤¿² ª ¯®¿¢«¥­¨¾ ±®¡»²¨¿

A (­ §®¢¥¬ ¨µ ¡« £®¯°¨¿²­»¬¨ ½²®¬³ ±®¡»²¨¾), ¨ ¢±¥ ®±² «¼-

­»¥. � ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ¨µ ¯®¿¢«¥­¨¿ ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ½ª±¯¥°¨-

¬¥­²¥ ±®¡»²¨¥ A ¨ ¬­®¦¥±²¢® ¡« £®¯°¨¿²­»µ ¤«¿ ­¥£® ¨±µ®¤®¢

¿¢«¿¾²±¿ ¤«¿ ­ ± ½ª¢¨¢ «¥­²­»¬¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯°¨µ®¤¨¬

ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥­¨¾.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3 . �«³· ©­»¬ ±®¡»²¨¥¬ ­ §®¢¥¬ ¯°®¨§¢®«¼­®¥

¯®¤¬­®¦¥±²¢® A ¯°®±²° ­±²¢  ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ 
.

�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ±®¡»²¨¥ ¯°®¨§®¸«®, ¥±«¨ ¯®¿¢¨«±¿ ½«¥¬¥­-

² °­»© ¨±µ®¤, ¥¬³ ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨©, ².¥. ¡« £®¯°¨¿²­»©.

�°¨¬¥° 3. �®¤¡° ±»¢ ¾² ¨£° «¼­»© ª³¡¨ª, A - ¢»¯ «  ·¥²­ ¿

¶¨´° . �®£¤  A = f2; 4; 6g.
� ±¨«³ ²®£®, ·²® ª ¦¤®¥ ±«³· ©­®¥ ±®¡»²¨¥ ®²®¦¤¥±²¢«¿¥²±¿

± ­¥ª®²®°»¬ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®¬ A ¯°®±²° ­±²¢  ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®-

¤®¢ 
, ° §«¨·­»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ­ ¤ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨ ¯®§¢®«¿¾² ®¯°¥¤¥-

«¨²¼ ­¥ª®²®°»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ­ ¤ ±®¡»²¨¿¬¨. � ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ²¥®°¨¨

¢¥°®¿²­®±²¥© ª ¦¤®¥ ±®¡»²¨¥ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ²®«¼ª® ²¥¬, ª®£¤ 

®­® ¯°®¨±µ®¤¨²,   ª®£¤  ­¥². �®½²®¬³ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®¯¥° ¶¨© ­ ¤

±®¡»²¨¿¬¨ ¤ ¾²±¿ ¨¬¥­­® ¢ ½²¨µ ²¥°¬¨­ µ. � ¤°³£®© ±²®°®­»,

®­¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ®¯°¥¤¥«¥­­»¬ ®¯¥° ¶¨¿¬ ­ ¤ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨.

�²±¾¤  ¯®¿¢«¿¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ¤¢®©±²¢¥­­®±²¼ ²¥°¬¨­®«®£¨¨.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4 . 1) �®¡»²¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ¤®±²®¢¥°­»¬, ¥±-

«¨ ®­® ¯°®¨±µ®¤¨² ¢±¥£¤ , ¨ ­¥¢®§¬®¦­»¬, ¥±«¨ ®­® ­¨ª®£¤  ­¥

¯°®¨±µ®¤¨².
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�²¨¬ ±®¡»²¨¿¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¢±¥ ¯°®±²° ­±²¢® 
 ¨ ¯³±²®¥

¬­®¦¥±²¢® ;.
2) �¡º¥¤¨­¥­¨¥¬ ¤¢³µ ±®¡»²¨© A ¨ B ­ §»¢ ¥²±¿ ² ª®¥

±®¡»²¨¥ C, ª®²®°®¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¯°®-

¨±µ®¤¨² µ®²¿ ¡» ®¤­® ¨§ ½²¨µ ¤¢³µ ±®¡»²¨©.

�  ¿§»ª¥ ²¥®°¨¨ ¬­®¦¥±²¢ ½²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®¯¥° ¶¨¨ ®¡º-

¥¤¨­¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢ ¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ ª ª C = A [B.
3) �¥°¥±¥·¥­¨¥¬ ¤¢³µ ±®¡»²¨© A ¨ B ­ §»¢ ¥²±¿ ² ª®¥

±®¡»²¨¥ C, ª®²®°®¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¯°®-

¨±µ®¤¿² ®¡  ½²¨ ±®¡»²¨¿ ®¤­®¢°¥¬¥­­®.

�²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®¯¥° ¶¨¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢ ¨ ®¡®§­ -

· ¥²±¿ C = A \B ¨«¨ C = AB.

4) �®¡»²¨¿ A ¨ B ­ §»¢ ¾²±¿ ­¥±®¢¬¥±²­»¬¨ (­¥¯¥°¥-

±¥ª ¾¹¨¬¨±¿), ¥±«¨ ®­¨ ­¥ ¬®£³² ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ®¤­®¢°¥¬¥­­®.

�²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬±¿ ¬­®¦¥±²¢ ¬ ¨ ®¡®§­ -

· ¥²±¿ AB = ;.
5) �³¬¬®© ±®¡»²¨© A ¨ B ­ §»¢ ¥²±¿ ¨µ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¢

±«³· ¥, ª®£¤  ®­¨ ­¥±®¢¬¥±²­».

�²® ­¥ ­®¢ ¿ ®¯¥° ¶¨¿,   · ±²­»© ±«³· © ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ 2 ¨ ®¡®-

§­ · ¥²±¿ A+B.

6) �®¡»²¨¥ A ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¬ ª ±®¡»²¨¾

A, ¥±«¨ ®­® ¯°®¨±µ®¤¨² ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ­¥ ¯°®¨±µ®¤¨²

±®¡»²¨¥ A.

�  ¿§»ª¥ ²¥®°¨¨ ¬­®¦¥±²¢ ½²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯¥°¥µ®¤³ ª ¤®-

¯®«­¥­¨¾ ¬­®¦¥±²¢  A.

7) � §­®±²¼¾ ¤¢³µ ±®¡»²¨© A ¨ B ­ §»¢ ¥²±¿ ² ª®¥ ±®¡»-

²¨¥ C, ª®²®°®¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¯°®¨±µ®-

¤¨² A ¨ ­¥ ¯°®¨±µ®¤¨² B.

�²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®¯¥° ¶¨¨ ° §­®±²¨ ¬­®¦¥±²¢ ¨ ®¡®§­ · -

¥²±¿ C = A nB.
8) �®¢®°¿², ·²® ±®¡»²¨¥ A ¢«¥·¥² ±®¡»²¨¥ B, ¥±«¨ ¯°¨

¯®¿¢«¥­¨¨ ±®¡»²¨¿ A, ®¡¿§ ²¥«¼­® ¯°®¨±µ®¤¨² ¨ ±®¡»²¨¥ B.

�²® ®§­ · ¥², ·²® ¬­®¦¥±²¢® A ¥±²¼ · ±²¼ (¯®¤¬­®¦¥±²¢®)

¬­®¦¥±²¢  B ¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ A � B.
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�²®¡» ­ £«¿¤­® ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±¥¡¥ ®¯¥° ¶¨¨ ­ ¤ ±®¡»²¨¿¬¨, ¯®-

«¥§­® °¨±®¢ ²¼ ¨µ ¢ ¢¨¤¥ ­¥ª®²®°»µ ´¨£³° ­  ¯«®±ª®±²¨, ­ ¯°¨¬¥°

ª°³£®¢. � °²¨­ª¨ ² ª®£® °®¤  ­ §»¢ ¾²±¿ ¤¨ £° ¬¬ ¬¨ �¥­-

­ .

�®­ª°¥²­»¥ ¯°¨¬¥°» ±®¡»²¨© ¨ ®¯¥° ¶¨© ­ ¤ ­¨¬¨ ¡³¤³² ° ±-

±¬®²°¥­» ¤ «¥¥ ,   ² ª¦¥ ­  ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ­¿²¨¿µ. �¥ª®²®°»¥

±¢®©±²¢  ®¯¥° ¶¨© ­ ¤ ±®¡»²¨¿¬¨ ±®¡° ­» ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯°¥¤«®-

¦¥­¨¨.

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 1

1) A [ A = A; 2) A \A = A; 3) A [A = 
;

4) A \ A = ;; 5) A [ 
 = 
; 6) A \ 
;
7) A [ ; = A; 8) A \ ; = ;; 9) �±«¨ A � B;B � C;²® A � C;

10) �±«¨ A � B;²® B = A+ (B nA); 11) A nB = A \B;
12) A[B = A+(B nA) = A+AB; 13) A[ (B [C) = (A[B)[C;
14) A \ (B \ C) = (A \B) \ C;
15) A [ (B \ C) = (A [B) \ (A [ C);
16) A \ (B [ C) = (A \B) [ (A \ C);
17)

S
�2I

A� =
T
�2I

A�;

18)
T
�2I

A� =
S
�2I

A�;

19) A1 [A2 [ : : : [An = A1 +A1A2 +A1A2A3 + : : :+A1 : : : AnAn:

� ¤ ·  1. �®ª § ²¼ ¯°¥¤«®¦¥­¨¥ 1.

�® ¬­®£¨µ § ¤ · µ ­ ± ¨­²¥°¥±³¥² ­¥ ¢±¥ ¬­®¦¥±²¢® ±®¡»²¨©,

±¢¿§ ­­»µ ± ¤ ­­»¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¬,   ²®«¼ª® ­¥ª®²®°»¥ ¨§ ­¨µ.

�® ¢±¥£¤  ­ ¬ µ®²¥«®±¼ ¡», ·²®¡» ®¯°¥¤¥«¥­­»¥ ¢»¸¥ ®¯¥° ¶¨¨

­ ¤ ±®¡»²¨¿¬¨ ­¥ ¢»¢®¤¨«¨ ­ ± §  ¯°¥¤¥«» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£®

¬­®¦¥±²¢  ±®¡»²¨©. � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ¯®«¥§­® ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯®­¿²¨¥.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5 . �¥ª®²®°»© ª« ±± A ±®¡»²¨© ­ §»¢ ¥²±¿  «-

£¥¡°®© ±®¡»²¨©, ¥±«¨

1) 
 2 A;
2) ¥±«¨ A 2 A, ²® A 2 A;
3) ¥±«¨ A;B 2 A, ²® A [B 2 A.
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� ¤ ·  2. �®ª § ²¼, ·²® ¢±¥ ®¯°¥¤¥«¥­­»¥ ¢»¸¥ ®¯¥° ¶¨¨ ­¥ ¢»-

¢®¤¿² ­ ± §  ¯°¥¤¥«»  «£¥¡°» A:
� ¯° ª²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ¢»¡®° ­¥ª®²®°®©  «£¥¡°» ±®¡»-

²¨© ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®¯°¥¤¥«¥­­®¬³ ¢§£«¿¤³ ­  ±«³· ©­»© ½ª±¯¥°¨-

¬¥­². �«£¥¡°  ±®¡»²¨© - ½²® ²®«¼ª® ²¥ ±®¡»²¨¿, ª®²®°»¥ ­ ± ¨­-

²¥°¥±³¾² ± ½²®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿ (­ ¯°¨¬¥°, ²¥, ª®²®°»¥ ¤®±²³¯­»

­ ¡«¾¤¥­¨¾).

1.2.3 �¥°®¿²­®±²¨ ±®¡»²¨© ¨ ¨µ ±¢®©±²¢ .

�® ±¨µ ¯®° ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ²®«¼ª® ¢¥°®¿²­®±²¨ ½«¥¬¥­² °­»µ

¨±µ®¤®¢. �¥¯¥°¼ ¬» ®¯°¥¤¥«¨¬ ¢¥°®¿²­®±²¨ ±®¡»²¨© ¨ ¨±±«¥¤³¥¬

­¥ª®²®°»¥ ¨µ ±¢®©±²¢ .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6 . �¥°®¿²­®±²¼¾ ±®¡»²¨¿ A ­ §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

P (A) :=
X
!2A

P (!): (2.1)

�°¨¬¥° 4. �¨¬¬¥²°¨·­»© ¨£° «¼­»© ª³¡¨ª ¯®¤¡° ±»¢ ¾² ®¤¨­

° §. � ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨¿ A, ±®±²®¿¹¥£® ¢ ²®¬, ·²® ¢»¯ « 

·¥²­ ¿ ¶¨´° .

� ½²®¬ ±«³· ¥ A = f2; 4; 6g; P (A) = P (2)+P (4)+P (6) = 3=6 =

1=2:

�°¨¬¥° 5. �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ § ¤ ·³ ­  ª« ±±¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥

¢¥°®¿²­®±²¨. �±«¨ 
 = f!1; : : : ; !ng, £¤¥ n - ®¡¹¥¥ ·¨±«® ½«¥¬¥­-

² °­»µ ¨±µ®¤®¢,   m - ·¨±«® ¡« £®¯°¨¿²­»µ ¨±µ®¤®¢ ¤«¿ ±®¡»²¨¿

A, ²®

P (A) =
1

n
+ : : :+

1

n| {z }
m ° §

=
m

n
:

�¬¥­­® ½²®² °¥§³«¼² ² ®¡»·­® ¯°¨¢®¤¿² ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¯°¥¤¥«¥-

­¨¿ ¢ ½«¥¬¥­² °­»µ ³·¥¡­¨ª µ ¯® ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©.

�®¡¥°¥¬ ­¥ª®²®°»¥ ¯°®±²¥©¸¨¥ ±¢®©±²¢  ¢¥°®¿²­®±²¥© ¢ ¢¨¤¥

±«¥¤³¾¹¥£® ¯°¥¤«®¦¥­¨¿.
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�°¥¤«®¦¥­¨¥ 2 . �³±²¼ ¢»¤¥«¥­  ­¥ª®²®° ¿  «£¥¡°  A ±®¡»²¨©,

¤«¿ ª®²®°»µ ®¯°¥¤¥«¥­» ¢¥°®¿²­®±²¨ ¯® ´®°¬³«¥ (1). �®£¤  ±¯° -

¢¥¤«¨¢» ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢ :

1: P (A) � 0.

2: P (
) = 1.

3. �±«¨ A1; A2; : : : ; An-¯®¯ °­® ­¥±®¢¬¥±²­», ²®

P (
nX

k=1

Ak) =
nX

k=1

P (Ak):

�²® ±¢®©±²¢® ­ §»¢ ¥²±¿ ²¥®°¥¬®© ±«®¦¥­¨¿ ¨«¨ ±¢®©±²¢®¬

ª®­¥·­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ¢¥°®¿²­®±²¨.

4: P (A) = 1� P (A):

5: P (A [B) = P (A) + P (B)� P (AB):

6: �±«¨ A � B; ²® P (B nA) = P (B)� P (A):

7: �±«¨ A � B; ²® P (A) � P (B):

8: P (
nS

k=1
) � nP

k=1
P (Ak) - ±¢®©±²¢® ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ¢¥°®¿²­®±²¨.

9: P (A) � 1:

10: P (
nS

k=1
Ak) =

nP
k=1

P (Ak) � P
i<j

P (AiAj) +
P

i<j<k
P (AiAjAk) �

: : : (�1)nP (A1 : : : An)

- ´®°¬³«  ¢ª«¾·¥­¨¿ ¨ ¨±ª«¾·¥­¨¿.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±­®¢­»¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ±¢®©±²¢  1-3. �®«¼ª®

§¤¥±¼ ¬» ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¢ ¿¢­®¬ ¢¨¤¥ ²®, ·²® ¬» ° ¡®² ¥¬ ¢

° ¬ª µ ¤¨±ª°¥²­®£® ¢¥°®¿²­®±²­®£® ¯°®±²° ­±²¢ . �±¥ ®±² «¼­»¥

±¢®©±²¢  ¡³¤³² ¢»¢¥¤¥­» ¨§ ½²¨µ ²°¥µ.

�¢®©±²¢  1 ¨ 2 ¢»²¥ª ¾² ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨© ¤¨±-

ª°¥²­®£® ¢¥°®¿²­®±²­®£® ¯°®±²° ­±²¢  ¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ±®¡»²¨¿.

�®ª ¦¥¬ ±¢®©±²¢® 3. �³±²¼, ¢­ · «¥, n = 2. �®£¤  ¬» ¨¬¥¥¬

¤¢  ±®¡»²¨¿ A1 ¨ A2. � ª ª ª ®­¨ ­¥±®¢¬¥±²­», ²® ¨±µ®¤»

! 2 A1+A2 ° ±¯ ¤ ¾²±¿ ­  ¤¢  ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ª« ±± : ²¥, ·²®

¯°¨­ ¤«¥¦ ² A1, ¨ ²¥, ·²® ¯°¨­ ¤«¥¦ ² A2. � ±¨«³ ±¢®©±²¢ °¿¤®¢

± ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨ ·«¥­ ¬¨ ¨¬¥¥¬

P (A1+A2) =
X

!2A1+A2

P (!) =
X
!2A1

P (!)+
X

!2A2

P (!) = P (A1)+P (A2):
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�«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®£® n ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¢®¤¨²±¿ ¯® ¨­¤³ª¶¨¨. �°¥¤-

« £ ¥²±¿ ½²® ±¤¥« ²¼ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®.

�¢®©±²¢® 4 ®·¥¢¨¤­® ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¨ ±®¡»-

²¨¿ ¨ ²®£®, ·²® ±³¬¬  ¢¥°®¿²­®±²¥© ¢±¥µ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢

° ¢­  1.

�®¡»²¨¿ A ¨ A ­¥±®¢¬¥±²­», ¨ A+A = 
. �±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢ 

2 ¨ 3, ¨¬¥¥¬:

1 = P (
) = P (A+A) = P (A) + P (A) :

�°¥¤±² ¢¨¬ ±®¡»²¨¿ A;B ¨ A [B ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:

A = AB+(AnB); B = AB+(BnA); A[B = AB+(AnB)+(BnA):
� «¥¥ ¨±¯®«¼§³¥¬ ±¢®©±²¢® 3:

P (A) = P (AB) + P (A nB); P (B) = P (AB) + P (B nA);
P (A [B) = P (A) + P (B)� P (AB):

�²¨¬ ¤®ª § ­® ±¢®©±²¢® 5.

�¢®©±²¢  6,7,8,9 ¬®¦­® ¤®ª § ²¼  ­ «®£¨·­® (±¤¥« ²¼ ± ¬®±²®-

¿²¥«¼­®!).

�®ª ¦¥¬ ±¢®©±²¢® 10. �«¿ ³¯°®¹¥­¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¢¢¥¤¥¬

®¤­® ­®¢®¥ ¯®­¿²¨¥, ª®²®°®¥ ¡³¤¥² ¯®«¥§­»¬ ¨ ¢ ¤°³£¨µ ¢®¯°®± µ.

�­¤¨ª ²®°®¬ ±®¡»²¨¿ A ­ §»¢ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¿ I(A;!), § ¤ ­-

­ ¿ ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ 
 ¯® ¯° ¢¨«³:

I(A;!) =

8<
: 1 ; ! 2 A;

0 ; ! =2 A:

�¥£ª® ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢  ¨­¤¨ª ²®°®¢ ±®¡»²¨©:

1) I(
; !) � 1; I(;; !) � 0;

2) I(A;!) = 1� I(A;!);

3) I(
nT

k=1
Ak; !) =

nQ
k=1

Ak:
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�±¯®«¼§³¿ ¯®­¿²¨¥ ¨­¤¨ª ²®°  ±®¡»²¨¿, ¬®¦­® ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥

§ ¯¨± ²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ ±®¡»²¨¿:

P (A) =
X
!2


P (!)I(A;!): (2.2)

�°¨¬¥­¨¬ ½²®² °¥§³«¼² ² ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ±¢®©±²¢  10. � ±¨«³

¯°¥¤«®¦¥­¨¿ 2.1 ¬» ¨¬¥¥¬
nS

k=1
Ak =

nT
k=1

Ak. �®£¤  ¤«¿ ¨­¤¨ª ²®°®¢

¯®«³· ¥¬

1� I(
n[

k=1

Ak; !) = I(
n[

k=1

Ak; !) = I(
n\

k=1

Ak; !)

=
nY

k=1

I(Ak; !) =
nY

k=1

(1� I(Ak; !)) =

= 1�
nX

k=1

I(Ak; !)) +
X
i<j

I(AiAj; !)) �

� X
i<j<k

I(AiAjAk; !)) + : : :

� «¼¸¥ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ´®°¬³«®© (2), ±¢®©±²¢®¬  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ±³¬-

¬» °¿¤  ¨ ¯¥°¥©¤¥¬ ª ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®¬³ ±®¡»²¨¾. 2

�§ ¢»¸¥¨§«®¦¥­­®£® ±«¥¤³¥², ·²® ®±­®¢®© ­ ¸¥© ¬®¤¥«¨ ¿¢«¿-

¥²±¿ ­¥ª®²®°®¥ ¬­®¦¥±²¢® ( «£¥¡° ) ±®¡»²¨© ¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ½²¨µ

±®¡»²¨©, ®¡« ¤ ¾¹¨¥ ±¢®©±²¢ ¬¨ 1-3 ¨§ ¯°¥¤«®¦¥­¨¿ 2.2. �®½²®¬³

¬» ¬®¦¥¬ ¤ ²¼ ­®¢®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²­®£® ¯°®±²° ­±²¢ .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7 . �¥°®¿²­®±²­»¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬ (¢ ±« ¡®¬

±¬»±«¥) ­ §»¢ ¥²±¿ ²°®©ª  (
;A; P ), £¤¥ 
 - ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ¬­®-

¦¥±²¢®, A - ­¥ª®²®° ¿  «£¥¡°  ¥£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢,   P - ¢¥¹¥±²-

¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, § ¤ ­­ ¿ ­  A ¨ ®¡« ¤ ¾¹ ¿ ±¢®©±²¢ ¬¨:

1) 8A 2 A; P (A) � 0;

2) P (
) = 1;

3) ¥±«¨ A1; : : : ; An -¯®¯ °­® ­¥±®¢¬¥±²­» , ²®

P (
nX

k=1

Ak) =
nX

k=1

P (Ak):

�­®¦¥±²¢® 
 ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²° ­±²¢®¬ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±-

µ®¤®¢, ½«¥¬¥­²»  «£¥¡°» A ­ §»¢ ¥²±¿ ±®¡»²¨¿¬¨, ·¨±«® P (A)

- ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ±®¡»²¨¿ A.
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�°¥¨¬³¹¥±²¢® ² ª®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢ ²®¬, ·²® ®­® ¯°¨¬¥­¨¬®

¨ ª ­¥ª®²®°»¬ ±¨²³ ¶¨¿¬, ¢ ª®²®°»µ ¬» ¨¬¥¥¬ ­¥±·¥²­®¥ ¬­®-

¦¥±²¢® ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢. �¤­¨¬ ¨§ ¯¥°¢»¬ ¡»« ° ±±¬®²°¥­

±«¥¤³¾¹¨© · ±²­»© ±«³· ©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 8 . �®¢®°¿², ·²® ¬» ¨¬¥¥¬ § ¤ ·³ ­  £¥®¬¥²°¨-

·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨, ¥±«¨ 
 ¥±²¼ ®£° ­¨·¥­­®¥

¡®°¥«¥¢±ª®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ¢ Rd, A - «£¥¡°  ¢±¥µ ¥£® ¡®°¥«¥¢±ª¨µ

¯®¤¬­®¦¥±²¢,   ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨© § ¤ ¥²±¿ ¯® ¯° ¢¨«³

P (A) =
L(A)

L(
)
;

£¤¥ L(A)-¬¥°  �¥¡¥£ ( ¤«¨­ , ¯«®¹ ¤¼, ®¡º¥¬, : : :) ¬­®¦¥±²¢  A.

�°¨¬¥° 6. �§ ®²°¥§ª  [0,1] ±«³· ©­»¬ ®¡° §®¬ ¢»¡¨° ¾² ²®·ª³.

� ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ®­  «¥¦¨² ­  ° ±±²®¿­¨¨ ­¥ ¡®«¥¥

1/4 ®² ²®·ª¨ 0.

� °¥§³«¼² ²¥ ² ª®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ¬» ¯®«³· ¥¬ ­¥ª®²®°³¾ ²®·-

ª³ ! 2 [0; 1]. �®½²®¬³ ¥±²¥±²¢¥­­® ¯®«®¦¨²¼ 
 = [0; 1]. �±«¨ ¢®±-

¯®«¼§®¢ ²¼±¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¢¥°®¿²­®±²¨,²® ¯®«³-

· ¥¬ A = [0; 1=4] ¨

P (A) =
L(A)

L(
)
=
1=4

1
= 1=4:

1.3 �«¥¬¥­²» ª®¬¡¨­ ²®°¨ª¨. �®¤¥«¨ ±«³· ©­®£® ¢»¡®-

° .

�®¯°®±», ª®²®°»¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¢ ½²®¬ ¯ ° £° ´¥, ­¥ ¨¬¥-

¾² ®±®¡®£® §­ ·¥­¨¿ ± ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ®¡¹¥© ²¥®°¨¨, ² ª ª ª §¤¥±¼

¨§³· ¥²±¿ ­¥ª®²®° ¿ · ±²­ ¿ ¬®¤¥«¼, ±¢¿§ ­­ ¿ ± ª« ±±¨·¥±ª¨¬

®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¢¥°®¿²­®±²¨. �® ¬®¤¥«¨ ±«³· ©­®£® ¢»¡®°  ¸¨°®ª®

¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¢ ½ª®­®¬¨ª¥, ±®¶¨®«®£¨¨, ¤¥¬®£° ´¨¨ ¨ ¤°³£¨µ ­ -

³ª µ. � ±¨«³ ½²®£® ®­¨ ®·¥­¼ ¢ ¦­» ± ¯° ª²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿.

� ª ¬» ¢¨¤¥«¨ ¢»¸¥, ¯°¨ ª« ±±¨·¥±ª®¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¢¥°®¿²­®±-

²¨ ­ ¬ ­³¦­® °¥¸¨²¼ ¤¢¥ § ¤ ·¨: ¢»·¨±«¨²¼ ·¨±«® ¢±¥µ ½«¥¬¥­-

² °­»µ ¨±µ®¤®¢ n ¨ ·¨±«® m ¡« £®¯°¨¿²­»µ ¨±µ®¤®¢ ¤«¿ ±®¡»²¨¿
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A. �¡»·­® ½²® ±¢®¤¨²±¿ ª ¯®¤±·¥²³ ²®£®, ±ª®«¼ª¨¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®-

¦¥² ¡»²¼ ¢»¯®«­¥­® ­¥ª®²®°®¥ ¤¥©±²¢¨¥, ². ¥. ±ª®«¼ª® ±³¹¥±²¢³¥²

¢ °¨ ­²®¢. � ¤ · ¬¨ ² ª®£® ²¨¯  § ­¨¬ ¥²±¿ ±¯¥¶¨ «¼­»© ° §¤¥«

¬ ²¥¬ ²¨ª¨, ­ §»¢ ¥¬»© ª®¬¡¨­ ²®°¨ª®©. �» ­ ·­¥¬ ¨§³·¥-

­¨¥ ®±­®¢ ª®¬¡¨­ ²®°¨ª¨ ± ®¤­®© ½«¥¬¥­² °­®©, ­® ®·¥­¼ ¯®«¥§­®©

«¥¬¬».

�¥¬¬  1 (³¬­®¦¥­¨¿). �³±²¼ ­¥ª®²®°®¥ ¤¥©±²¢¨¥ ®±³¹¥±²¢-

«¿¥²±¿ ¢ ¤¢  ½² ¯ . �  ¯¥°¢®¬ ½² ¯¥ ¬» ¨¬¥¥¬ n1 ¢ °¨ ­²®¢ ¥£®

®±³¹¥±²¢«¥­¨¿,   ­  ¢²®°®¬, ­¥§ ¢¨±¨¬® ®² ²®£®, ·²® ¯°®¨§®¸«®

­  ¯¥°¢®¬ ½² ¯¥, n2 - ¢ °¨ ­²®¢. �®£¤  ®¡¹¥¥ ·¨±«® ¢ °¨ ­²®¢

®±³¹¥±²¢«¥­¨¿ ² ª®£® ¤¥©±²¢¨¿ ° ¢­® n1n2.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®© «¥¬¬» ±¢®¤¨²±¿ ª ³±² ­®¢«¥­¨¾ ¢§ ¨¬­®

®¤­®§­ ·­®£® ±®®²¢¥²±²¢¨¿ ¬¥¦¤³ ¤¢³µ½² ¯­»¬¨ ¢ °¨ ­² ¬¨ ¨

ª«¥²ª ¬¨ ² ¡«¨¶» ° §¬¥°  n1 � n2.

� ± ¢ ®±­®¢­®¬ ¡³¤³² ¨­²¥°¥±®¢ ²¼ § ¤ ·¨ ª®¬¡¨­ ²®°¨ª¨, ª®-

²®°»¥ ¬®¦­® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ¢ ²¥°¬¨­ µ ¢»¡®°  ­¥ª®²®°®£® ª®-

«¨·¥±²¢  ¯°¥¤¬¥²®¢ ¨§ § ¤ ­­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ U = fa1; : : : ; akg.
�°¨ ½²®¬ ­¥®¡µ®¤¨¬® ³·¨²»¢ ²¼ ¤¢  ®¡±²®¿²¥«¼±²¢ : ª ª ¯°®¨§-

¢®¤¨«±¿ ¢»¡®° ¨ ª ª ´¨ª±¨°®¢ «±¿ °¥§³«¼² ² ¢»¡®° . � ¯¥°¢®¬

±«³· ¥ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¢  ¢ °¨ ­² : ¢»¡®° ± ¯®¢²®°¥­¨¥¬, ª®£¤ 

­  ª ¦¤®¬ ½² ¯¥ ¢»¡° ­­»© ¯°¥¤¬¥² ¢®§¢° ¹ ¥²±¿ ­ § ¤ ¨ ¢»¡®°

¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¨§ ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥ ±®¢®ª³¯­®±²¨; ¢»¡®° ¡¥§ ¯®-

¢²®°¥­¨¿, ª®£¤  ¢»¡° ­­»© ­  ­¥ª®²®°®¬ ¸ £¥ ¯°¥¤¬¥² ³¦¥ ­¥

¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬. �°¨ ´¨ª± ¶¨¨ °¥§³«¼² ²  ¬» ² ª¦¥

¨¬¥¥¬ ¤¢  ¢ °¨ ­² : ± ³·¥²®¬ ¯®°¿¤ª  (¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» §­ ¥¬,

ª ª¨¥ ¢»¡° ­» ¯°¥¤¬¥²» ¨ ¢ ª ª®¬ ¯®°¿¤ª¥) ¨ ¡¥§ ³·¥²  ¯®°¿¤-

ª  (§¤¥±¼ ¬» §­ ¥¬ ²®«¼ª®, ª ª¨¥ ¡»«¨ ¢»¡° ­» ¯°¥¤¬¥²», ­® ­¥

¨¬¥¥¬ ¨­´®°¬ ¶¨¨ ® ¯®°¿¤ª¥ ¨µ ¯®¿¢«¥­¨¿). �¬¥¿ ¢ ¢¨¤³ ¢¥°®-

¿²­®±²­»¥ ¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ § ¤ ·,

¬» ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ °¥§³«¼² ² ¢»¡®°  ½«¥¬¥­² °­»¬ ¨±µ®¤®¬ ¨«¨

¢»¡®°ª®©. �¨±«® ½«¥¬¥­²®¢ ¢ ¢»¡®°ª¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ¥¥ ®¡º¥¬®¬.

� ±±¬®²°¨¬ ­¥±ª®«¼ª® ±² ­¤ °²­»µ ¯°¨¬¥°®¢.
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1 . � §¬¥¹¥­¨¥¬ ± ¯®¢²®°¥­¨¥¬ ¨§ k ½«¥¬¥­-

²®¢ ¯® l ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ³¯®°¿¤®·¥­­ ¿ ¢»¡®°ª  ± ¢®§¢° -

¹¥­¨¥¬, ®¡º¥¬  l ¨§ ±®¢®ª³¯­®±²¨ U .

� ½²®¬ ±«³· ¥ ! = (!1; : : : ; !l), £¤¥ !i 2 U . �±¯®«¼§³¿ «¥¬¬³

³¬­®¦¥­¨¿, «¥£ª® ¯®¤±·¨² ²¼ ,·²® ·¨±«® ° §«¨·­»µ ½«¥¬¥­² °­»µ

¨±µ®¤®¢ ¡³¤¥² ° ¢­® n = kl.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2 . � §¬¥¹¥­¨¥¬ (¡¥§ ¯®¢²®°¥­¨¿) ¨§ k ½«¥¬¥­-

²®¢ ¯® l ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ³¯®°¿¤®·¥­­ ¿ ¢»¡®°ª  ¡¥§ ¢®§-

¢° ¹¥­¨¿ ®¡º¥¬  l ¨§ ±®¢®ª³¯­®±²¨ U .

�¤¥±¼ ! = (!1; : : : ; !l); !i 2 U; !i 6= !j ; i 6= j. �­®¢¼ ¯® «¥¬¬¥

³¬­®¦¥­¨¿ ¯®«³· ¥¬ ,·²® ·¨±«® ° §«¨·­»µ ° §¬¥¹¥­¨© ° ¢­®

Al
k = k(k � 1) : : : [k � (l � 1)]:

�±«¨ l = k, ²® ² ª®¥ ° §¬¥¹¥­¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯¥°¥±² ­®¢ª®©.

�¨±«® ° §«¨·­»µ ¯¥°¥±² ­®¢®ª k ½«¥¬¥­²®¢ ° ¢­®

Pk = k(k � 1) : : : 1 = k!

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3 . �®·¥² ­¨¥¬ (¡¥§ ¯®¢²®°¥­¨©) ¨§ k ½«¥¬¥­²®¢

¯® l ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ­¥³¯®°¿¤®·¥­­ ¿ ¢»¡®°ª  ¡¥§ ¢®§¢° -

¹¥­¨¿ ®¡º¥¬  l ¨§ ±®¢®ª³¯­®±²¨ U .

� ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» ®²¬¥· ¥¬ ²®«¼ª®, ª ª¨¥ ¨¬¥­­® ½«¥¬¥­²»

¢®¸«¨ ¢ ½²³ ¢»¡®°ª³, ¨ ­¥ ³·¨²»¢ ¥¬ ¯®°¿¤®ª ¨µ ¯®¿¢«¥­¨¿. �®-

½²®¬³ ¤«¿ ª ¦¤®£® ½«¥¬¥­²  ¤®±² ²®·­® ³ª § ²¼, ¢µ®¤¨² ®­ ¢ ¢»-

¡®°ª³ ¨«¨ ­¥².� ª¨¬ ®¡° §®¬, ! = (!1; : : : ; !k), £¤¥ !i = 1, ¥±«¨ ai
¢µ®¤¨² ¢ ¢»¡®°ª³ !, ¨ ° ¢­® 0 ¢ ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥. �§ ª ¦¤®£®

±®·¥² ­¨¿, ¯¥°¥±² ¢«¿¿ ¥£® ½«¥¬¥­²», ¬» ¯®«³· ¥¬ l! ° §«¨·­»µ

° §¬¥¹¥­¨©. � ±¨«³ ½²®£® ·¨±«® ±®·¥² ­¨© ¢ l! ° § ¬¥­¼¸¥ ·¨±« 

° §¬¥¹¥­¨©, ². ¥.

C l
k =

Al
k

l!
=
k(k � 1) : : : [k � (l � 1)]

l!
=

k!

l!(k � l)!
:
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4 . �®·¥² ­¨¥¬ ± ¯®¢²®°¥­¨¥¬ ¨§ k ½«¥¬¥­²®¢

¯® l ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ­¥³¯®°¿¤®·¥­­ ¿ ¢»¡®°ª  ± ¢®§¢° -

¹¥­¨¥¬ ®¡º¥¬  l ¨§ ±®¢®ª³¯­®±²¨ U .

� ª ª ª ²¥¯¥°¼ ®¤¨­ ½«¥¬¥­² ¬®¦¥² ¢µ®¤¨²¼ ¢ ¢»¡®°ª³ ­¥-

±ª®«¼ª® ° §, ²® ½«¥¬¥­² °­»© ¨±µ®¤ ¨¬¥¥² ¢¨¤ ! = (!1; : : : ; !k),

£¤¥ !i = q ®§­ · ¥², ·²® ½«¥¬¥­² ai ¢µ®¤¨² ¢ ¢»¡®°ª³ q ° §. �«¿

¯®¤±·¥²  ·¨±«  ² ª¨µ ¢»¡®°®ª ¯°¨¬¥­¨¬ ±«¥¤³¾¹¨© ¢±¯®¬®£ -

²¥«¼­»© ¯°¨¥¬. �»¯¨¸¥¬ ±­ · «  ¢±¥ ½«¥¬¥­²» a1, § ²¥¬ a2 ¨ ² ª

¤ «¥¥. �¥¦¤³ ½«¥¬¥­² ¬¨ ° §­»µ ²¨¯®¢ ¯®±² ¢¨¬ ¯¥°¥£®°®¤ª¨.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¨¬¥¥¬ l ½«¥¬¥­²®¢ ¨ k � 1 ¯¥°¥£®°®¤ª³. �±«¨

ª ª¨µ-²® ½«¥¬¥­²®¢ ­¥², ²® ¯¥°¥£®°®¤ª¨ ±²®¿² °¿¤®¬. �«¿ § ¤ ­¨¿

±®·¥² ­¨¿ ± ¯®¢²®°¥­¨¥¬ ¤®±² ²®·­® ° ±±² ¢¨²¼ k�1 ¯¥°¥£®°®¤ª³
­  k�1+ l ¢®§¬®¦­»µ ¬¥±² ¡¥§ ³·¥²  ¯®°¿¤ª . �²® ¬®¦­® ±¤¥« ²¼

Ck�1
k�1+l ±¯®±®¡ ¬¨.

� ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ¢ ¦­»µ ± ¯° ª²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ¯°¨¬¥° .

�°¨¬¥° 1. �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ­¥ª®²®°³¾ ±®¢®ª³¯­®±²¼, ±®¤¥°¦ -

¹³¾ N ¯°¥¤¬¥²®¢, ¨§ ª®²®°»µ N1 - ®¤­®£® ²¨¯  ¨ N2 - ¤°³£®£® ²¨-

¯ . � ¢®§¢° ¹¥­¨¥¬ ¢»¡¨° ¥¬ k ¯°¥¤¬¥²®¢ ¨§ ½²®© ±®¢®ª³¯­®±²¨.

� ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨¿ ²®£®,·²® ±°¥¤¨ ­¨µ ¡³¤¥² l ¯°¥¤¬¥²®¢

¯¥°¢®£® ²¨¯ .

� ª ª ª ¢»¡®° ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ± ¢®§¢° ¹¥­¨¥¬, ²® ¬» ¨¬¥¥¬

¢±¥£® N k ° §«¨·­»µ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ ¢ ½²®© § ¤ ·¥. �« £®-

¯°¨¿²­»¥ ¨±µ®¤» «¥£·¥ ¯¥°¥±·¨² ²¼, ¨±¯®«¼§³¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ § ¬¥-

· ­¨¥. �­ · «  ¬» ¤®«¦­» ¢»¡° ²¼, ­  ª ª¨µ ¸ £ µ ¬» ¡³¤¥¬

®²¡¨° ²¼ ¯°¥¤¬¥²» ¯¥°¢®£® ²¨¯ . �²® ¬®¦­® ±¤¥« ²¼ C l
k ±¯®±®¡ -

¬¨. � ²¥¬ ­  ª ¦¤®¬ ¨§ ½²¨µ ¸ £®¢ ¬» ¨¬¥¥¬ N l
1 ¢ °¨ ­²®¢,   ­ 

®±² «¼­»µ- N k�l
2 ¢ °¨ ­²®¢. �® «¥¬¬¥ ³¬­®¦¥­¨¿ ·¨±«® ¡« £®¯°¨-

¿²­»µ ¨±µ®¤®¢ ¡³¤¥² ° ¢­® m = C l
kN

l
1N

k�l
2 . �±«¨ ®¡®§­ ·¨²¼ ·¥°¥§

p = N1=N ¤®«¾ ¯°¥¤¬¥²®¢ ¯¥°¢®£® ²¨¯  ¢® ¢±¥© ±®¢®ª³¯­®±²¨, ²®

¯®«³·¨¬

P (A) = C l
kp

l(1� p)k�l:

�°¨¬¥° 2. �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ²³ ¦¥ § ¤ ·³, ·²® ¨ ¢ ¯°¨¬¥°¥ 1, ­®

¢»¡®° ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¡¥§ ¢®§¢° ¹¥­¨¿.

19



� ½²®¬ ¯°¨¬¥°¥ ³¤®¡­¥¥ ´¨ª±¨°®¢ ²¼ °¥§³«¼² ² ¡¥§ ³·¥²  ¯®-

°¿¤ª  ±«¥¤®¢ ­¨¿ ½«¥¬¥­²®¢. �®£¤  ®¡¹¥¥ ·¨±«® ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±-

µ®¤®¢ n = Ck
N . �«¿ ¯®«³·¥­¨¿ ¡« £®¯°¨¿²­®£® ¨±µ®¤  ­³¦­® ¢ ¤¢ 

½² ¯  ­ ¡° ²¼ l ½«¥¬¥­²®¢ ¯¥°¢®£® ²¨¯  (¨§ N1) ¨ k � l ½«¥¬¥­-

²®¢ ¢²®°®£® ²¨¯  (¨§ N2), ². ¥. ¯® «¥¬¬¥ ³¬­®¦¥­¨¿ m = C l
N1
Ck�l
N2

.

�®£¤  ¯® ª« ±±¨·¥±ª®¬³ ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¯®«³· ¥¬

P (A) =
C l
N1
Ck�l
N2

C l
N

:

� ¤ ·  1. �³±²¼ ¢ ¯°¨¬¥°¥ N;N1; N2 ! 1 ² ª ,·²® N1=N ! p 2
(0; 1),   k ¨ l - ´¨ª±¨°®¢ ­». �®£¤ 

P (A)! C l
kp

l(1� p)k�l:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¢»¡®° ± ¢®§¢° ¹¥­¨¥¬ ¨ ¢»¡®°

¡¥§ ¢®§¢° ¹¥­¨¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­». �¥£ª® ¯®­¿²¼, ¯®·¥¬³ ² ª ¯®«³-

·¨«®±¼. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ¤«¿ ¡®«¼¸¨µ ±®¢®ª³¯­®±²¥© ³¤ «¥­¨¥ ­¥-

¡®«¼¸®£® ·¨±«  ½«¥¬¥­²®¢ ­¥ ¬¥­¿¥² ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¯°®¯®°¶¨©, ². ¥.

¬» ¨¬¥¥¬ ­  ª ¦¤®¬ ¸ £¥ ¢»¡®° ¨§ ²®© ¦¥ ±®¢®ª³¯­®±²¨.

�°¨¬¥° 3. � ­¥ª®²®°®¬ £®°®¤¥ ¦¨¢¥² 100 000 ·¥«®¢¥ª, ±°¥¤¨ ª®-

²®°»µ 60 000 ¦¥­¹¨­. �«¿ ¯°®¢¥¤¥­¨¿ ±®¶¨®«®£¨·¥±ª®£® ®¡±«¥¤®-

¢ ­¨¿ ¯°®¨§¢®¤¿² ¢»¡®°ª³ ®¡º¥¬  500. � ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®,

·²® ±°¥¤¨ ­¨µ ¡³¤¥² 300 ¦¥­¹¨­.

� ª ª ª ®²¡®° 500 ·¥«®¢¥ª ­¥ ¨§¬¥­¨² ±³¹¥±²¢¥­­® ¯°®¯®°¶¨©,

²® ¬®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® ¬» ¨¬¥¥¬ ¢»¡®° ± ¢®§¢° ¹¥­¨¥¬. �¤¥±¼

N = 100000; N1 = 60000; p = N1=N = 0:6; k = 500; l = 300. �®£¤ 

P (A) = C300
500(0:6)

300(0:4)200:

�°¨¬¥°» 1 ¨ 2 ¬®¦­® ®¡®¡¹¨²¼ ­  ±«³· © ¢»¡®°  ¨§ ±®¢®ª³¯-

­®±²¥©, £¤¥ ¥±²¼ ¯°¥¤¬¥²» r ²¨¯®¢ (r � 2).

�°¨¬¥°» ¤°³£¨µ § ¤ · ¡³¤³² ¯°¨¢¥¤¥­» ­  ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § -

­¿²¨¿µ.
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1.4 �±«®¢­ ¿ ¢¥°®¿²­®±²¼. �¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ±®¡»²¨©.

� ª ®²¬¥· «®±¼ ¢ ­ · «¥ ­ ¸¥£® ª³°± , ¬» ¯®¤° §³¬¥¢ ¥¬, ·²®

½ª±¯¥°¨¬¥­² ¯°®¢®¤¨²±¿ ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ ª®¬¯«¥ª-

±¥ ³±«®¢¨©K. �±«¨ ½²¨ ³±«®¢¨¿ ¨§¬¥­¨«¨±¼, ²® ¨§¬¥­¿¥²±¿ ¨ ¢¥°®-

¿²­®±²¼ ±®¡»²¨©, ®²­®±¿¹¨µ±¿ ª ½²®¬³ ½ª±¯¥°¨¬¥­²³. � ª®¥ ¨§¬¥-

­¥­¨¥ ¢±¥£¤  ¬®¦­® ¯®­¨¬ ²¼ ª ª ¯®¿¢«¥­¨¥ ­¥ª®²®°®£® ±®¡»²¨¿

(ª°®¬¥ ¨±µ®¤­®£® ª®¬¯«¥ª±  ³±«®¢¨© K). �²®¡» ¯®­¿²¼, ª ª ®¯°¥-

¤¥«¨²¼ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ­®¢³¾ (³±«®¢­³¾) ¢¥°®¿²­®±²¼, ° ±±¬®²°¨¬

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ · ±²®²». �³±²¼ ½ª±¯¥°¨¬¥­² ¯°®¢¥¤¥­ N ° §,

±®¡»²¨¥ B ¯°®¨§®¸«® N(B) ° §,   ±®¡»²¨¿ A ¨ B ¢¬¥±²¥ N(AB)

° §. �®£¤  "³±«®¢­ ¿" · ±²®²  ±®¡»²¨¿ A ±°¥¤¨ ²¥µ ½ª±¯¥°¨¬¥­-

²®¢, £¤¥ ¯°®¨§®¸«® ±®¡»²¨¥ B, ° ¢­ 

hN(AjB) = N(AB)

N(B)
=

N(AB)=N

N(B)=N
=

hN(AB)

hN(B)
:

�¬¥¿ ¢ ¢¨¤³, ·²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ­ ±«¥¤³¥² ±¢®©±²¢  · ±²®², ¬®¦-

­® ¤ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1 . �±«®¢­®© ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ±®¡»²¨¿ A ¯°¨ ³±«®-

¢¨¨, ·²® ¯°®¨§®¸«® ±®¡»²¨¥ B (P (B) 6= 0), ­ §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

P (AjB) := P (AB)

P (B)
:

�­®£¤  ¯°¨¬¥­¿¾² ¨ ¤°³£®¥ ®¡®§­ ·¥­¨¥ PB(A).

�°¨¬¥° 1 . �¨¬¬¥²°¨·­³¾ ¬®­¥²³ ¯®¤¡° ±»¢ ¾² ¤¢  ° § . �§-

¢¥±²­®, ·²® ¢»¯ « ®¤¨­ £¥°¡ (±®¡»²¨¥ B). � ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼

±®¡»²¨¿ A, ±®±²®¿¹¥£® ¢ ²®¬, ·²® £¥°¡ ¢»¯ « ¯°¨ ¯¥°¢®¬ ¡°®± -

­¨¨.

�¥£ª® ¢»·¨±«¨²¼, ·²® P (B) = 1=2,   P (AB) = 1=4. �²±¾¤ 

±«¥¤³¥², ·²® P (AjB) = (1=4)=(1=2) = 1=2.

�¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ B ³±«®¢­ ¿ ¢¥°®-

¿²­®±²¼ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:

1. P (AjB) � 0;
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2. P (
jB) = 1;

3. �±«¨ A1; : : : ; An - ¯®¯ °­® ­¥±®¢¬¥±²­», ²®

P (
nX

k=1

AkjB) =
nX

k=1

P (AkjB):

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ³±«®¢­ ¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ ®¡« ¤ ¥² ¢±¥¬¨ ®±­®¢­»-

¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¢¥°®¿²­®±²¨.

�·¥­¼ ¢ ¦­³¾ °®«¼ ¨£° ¥² ±«¥¤³¾¹ ¿

�¥®°¥¬  ³¬­®¦¥­¨¿. �³±²¼ A ¨ B - ¤¢  ±®¡»²¨¿ ¨ P (B) > 0.

�®£¤ 

P (AB) = P (B)P (AjB):
�¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ³±«®¢­®© ¢¥°®¿²­®±-

²¨. �®«¼§  ½²®© ²¥®°¥¬» ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¨­®£¤  ¬» ¬®¦¥¬ ¢»-

·¨±«¨²¼ ³±«®¢­³¾ ¢¥°®¿²­®±²¼ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ¨ § ²¥¬ ¨±¯®«¼-

§®¢ ²¼ ½²® ¤«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ P (AB).

�°¨¬¥° 2 . � ³°­¥ 5 ¸ °®¢ - 3 ¡¥«»µ ¨ 2 ·¥°­»µ. �¥§ ¢®§¢° ¹¥-

­¨¿ ¢»¡¨° ¥¬ ¤¢  ¸ ° . � ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ®¡  ¸ ° 

¡¥«»¥.

�³±²¼ ±®¡»²¨¥ A1 ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¯¥°¢»© ¸ ° ¡¥«»©,   ±®-

¡»²¨¥ A2 - ¢²®°®© ¸ ° ¡¥«»©. �¥£ª® ¢»·¨±«¨²¼, ·²® P (A1) = 3=5.

�®±«¥ ²®£®, ª ª ¬» ¢»­³«¨ ®¤¨­ ¸ ° ¨ §­ ¥¬, ·²® ®­ ¡¥«»©, ¬»

¨¬¥¥¬ 4 ¸ °  ¨ ±°¥¤¨ ­¨µ 2 ¡¥«»µ. �®£¤  P (A2jA1) = 2=4. �®

²¥®°¥¬¥ ³¬­®¦¥­¨¿

P (A1A2) = P (A1)P (A2jA1) = 3=5 � 2=4 = 3=10:

�¥®°¥¬³ ³¬­®¦¥­¨¿ «¥£ª® ° ±¯°®±²° ­¨²¼ ­  «¾¡®¥ ª®­¥·­®¥

·¨±«® ±®¡»²¨©.

�«¥¤±²¢¨¥ 1 . �³±²¼ A1; : : : ; An - ±«³· ©­»¥ ±®¡»²¨¿, ²®£¤ 

P (A1 : : : An) = P (A1)P (A2jA1)P (A3jA1A2) : : : P (AnjA1 : : : An�1):
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�±«¨ ¯®¿¢«¥­¨¥ ±®¡»²¨¿ B ­¥ ¬¥­¿¥² ¢¥°®¿²­®±²¨ ±®¡»²¨¿ A,

². ¥. P (AjB) = P (A), ²® ² ª¨¥ ±®¡»²¨¿ ¥±²¥±²¢¥­­® ­ §¢ ²¼ ­¥-

§ ¢¨±¨¬»¬¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯® ²¥®°¥¬¥ ³¬­®¦¥­¨¿ ¬» ¯®«³· ¥¬

P (AB) = P (A)P (B). �®±«¥¤­¥¥ ±®®²­®¸¥­¨¥ ±¨¬¬¥²°¨·­® ®²­®-

±¨²¥«¼­® A ¨ B ¨ ¨¬¥¥² ±¬»±« ¯°¨ P (B) = 0. �®½²®¬³ ¬» ¢®§¼¬¥¬

¥£® ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2 . �®¡»²¨¿ A ¨ B ­ §»¢ ¾²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨,

¥±«¨

P (AB) = P (A)P (B):

�°¨¬¥° 3 . �®¤¡° ±»¢ ¾² ¤¢¥ ±¨¬¬¥²°¨·­»µ ¬®­¥²». �®¡»²¨¥

A ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ­  ¯¥°¢®© ¬®­¥²¥ ¢»¯ « £¥°¡,   ±®¡»²¨¥

B - ­  ¢²®°®© ¬®­¥²¥ ¢»¯ « £¥°¡.

�­²³¨²¨¢­® ¿±­®, ·²® ² ª¨¥ ±®¡»²¨¿ ¤®«¦­» ¡»²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨.

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, P (A) = 1=2; P (B) = 1=2; P (AB) = 1=4 = 1=2 �
1=2 = P (A)P (B). � ª¨¬ ®¡° §®¬ A ¨ B - ­¥§ ¢¨±¨¬» ¢ ±¬»±«¥

®¯°¥¤¥«¥­¨¿ . �¥­¥¥ ®·¥¢¨¤­®, ·²® ­¥§ ¢¨±¨¬» ±®¡»²¨¿ A ¨ C,

£¤¥ C ®§­ · ¥², ·²® ¢»¯ « ²®«¼ª® ®¤¨­ £¥°¡ (¤®ª § ²¼ !).

�«®¦­¥¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ¡®«¥¥ ¤¢³µ ±®¡»²¨©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3 . �®¡»²¨¿ A1; : : : ; An ­ §»¢ ¥¬ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨

¢ ±®¢®ª³¯­®±²¨, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® 2 � k � n ¨ «¾¡»µ ±®¡»²¨©

Ai1; : : : ; Aik ¨§ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ±¯° ¢¥¤«¨¢®

P (Ai1 : : : Aik) = P (Ai1) : : : P (Aik):

�®ª ¦¥¬ ­  ¯°¨¬¥° µ, ·²® ¯®¯ °­®© ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¨ ¢»¯®«­¥-

­¨¿ ¯®±«¥¤­¥£® ° ¢¥­±²¢  ¤«¿ ¯¥°¥·­¿ ¢±¥µ ±®¡»²¨© ­¥¤®±² ²®·­®

¤«¿ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¢ ±®¢®ª³¯­®±²¨.

�°¨¬¥° 4 . �° ¢¨«¼­»© ²¥²° ½¤° ®ª° ¸¥­ ²°¥¬¿ ¶¢¥² ¬¨: ®¤­ 

£° ­¼ - ¢ ±¨­¨© ¶¢¥², ¢²®° ¿ - ¢ ª° ±­»©, ²°¥²¼¿ - ¢ §¥«¥­»©,

  ­  ·¥²¢¥°²®© ¯°¨±³²±²¢³¾² ¢±¥ ²°¨ ¶¢¥² . �²®² ²¥²° ½¤°

¯®¤¡° ±»¢ ¾² ¨ ®²¬¥· ¾², ª ª®© £° ­¼¾ ®­ ¢»¯ «.
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�³±²¼ A1 ®§­ · ¥² ¯®¿¢«¥­¨¥ ±¨­¥£® ¶¢¥² , A2 - ª° ±­®£®, A3- §¥«¥-

­®£®. �®£¤  P (A1) = 2=4 = 1=2; P (A2) = 1=2; P (A3) = 1=2; P (A1A2) =

P (A2A3) = P (A1A3) = P (A1A2A3) = 1=4: �²±¾¤  ¬» ¯®«³· ¥¬,

·²® P (A1A2) = 1=4 = 1=2 �1=2 = P (A1)P (A2): �­ «®£¨·­® ¤«¿ ¤°³-

£¨µ ¯ °. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¨¬¥¥¬ ¯®¯ °­³¾ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼. �®

P (A1A2A3) = 1=4 6= 1=2 � 1=2 � 1=2 = P (A1)P (A2)P (A3):

� ¤ ·  1 . �°¨¤³¬ ²¼ ¯°¨¬¥° ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ¨ ²°¥µ ±®¡»²¨© A1; A2; A3,

¤«¿ ª®²®°»µ P (A1A2A3) = P (A1)P (A2)P (A3), ­® ª®²®°»¥ ­¥ ¿¢«¿-

¾²±¿ ¯®¯ °­® ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨.

�®¦­® ¤ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¡®«¥¥ ®¡¹¥¥

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4 . �³±²¼M; : : : ;Mn- ­¥ª®²®°»¥ ª« ±±» ±®¡»²¨©.

�­¨ ­ §»¢ ¾²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨, ¥±«¨ «¾¡»¥ ±®¡»²¨¿ A1 2M1; : : : ; An 2
Mn - ­¥§ ¢¨±¨¬» ¢ ±®¢®ª³¯­®±²¨.

�¨¯¨·­ ¿ ±¨²³ ¶¨¿ ®¯¨± ­  ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯°¨¬¥°¥.

�°¨¬¥° 5 . �¨¬¬¥²°¨·­»© ¨£° «¼­»© ª³¡¨ª ¯®¤¡° ±»¢ ¾² ¤¢ 

° § . M1 ®¡®§­ · ¥² ­ ¡®° ±®¡»²¨©, ±¢¿§ ­­»µ ± °¥§³«¼² ²®¬

¯¥°¢®£® ¡°®± ­¨¿. M2 ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿  ­ «®£¨·­® ¤«¿ °¥§³«¼² ² 

¢²®°®£® ¡°®± ­¨¿. �®£¤  M1 ¨ M2-­¥§ ¢¨±¨¬».

�® ¬­®£¨µ § ¤ · µ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«¥§­»¬ ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ².

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 1 . �±«¨ ±®¡»²¨¿ A ¨ B ­¥§ ¢¨±¨¬», ²® ­¥§ ¢¨-

±¨¬» ¨ «¾¡»¥ ¤¢  ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ: A ¨ B, A ¨ B, A ¨ B.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ A ¨ B.

P (AB) = P (A)� P (AB) = P (A)� P (A)P (B)

= P (A)(1� P (B)) = P (A)P (B):

�¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ®±² «¼­»µ ¯ ° ±®¡»²¨© ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¤®ª § ²¼

± ¬®±²®¿²¥«¼­®.

�® ¬­®£¨µ ±¨²³ ¶¨¿µ ¬» ¢±²°¥· ¥¬±¿ ± ² ª¨¬¨ ½ª±¯¥°¨¬¥­-

² ¬¨, ª®²®°»¥ ¬®¦­® ° §«®¦¨²¼ ­  ¤¢  (¨«¨ ¡®«¥¥) ½² ¯®¢. � 
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¯¥°¢®¬ ½² ¯¥ ¬» ¨¬¥¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ¢ °¨ ­²®¢,   ±¯° ¸¨¢ ¥²±¿ ·²®-

«¨¡® ® ²®¬, ·²® ¯°®¨§®¸«® ¢ ª®­¶¥ - ­  ¢²®°®¬ ½² ¯¥. � ½²®¬ ±«³· ¥

·°¥§¢»· ©­® ¯®«¥§¥­ ¯°¨¢®¤¨¬»© ­¨¦¥ °¥§³«¼² ². � ·­¥¬ ±® ±«¥-

¤³¾¹¥£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5 . �®¡»²¨¿ H1; : : : ; Hn ®¡° §³¾² ¯®«­³¾ £°³¯¯³

±®¡»²¨© (° §¡¨¥­¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  
), ¥±«¨

1. HiHj = ;; i 6= j;

2. H1 + : : :+Hn = 
.

�¥®°¥¬  1 . �³±²¼ ±®¡»²¨¿ H1; : : : ; Hn ®¡° §³¾² ¯®«­³¾ £°³¯¯³

±®¡»²¨©, P (Hk) > 0 ¤«¿ ¢±¥µ k ¨ A - ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ±®¡»²¨¥. �®£¤ 

P (A) =
nX

k=1

P (Hk)P (AjHk) � ´®°¬³«  ¯®«­®© ¢¥°®¿²­®±²¨:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª ±®¡»²¨¿ H1; : : : ; Hn ®¡° §³¾² ¯®«-

­³¾ £°³¯¯³, ²® ¬» ¨¬¥¥¬

(AHi) \ (AHj) = AHiHj = ;
¨

A = A \ 
 = A(H1 + : : :+Hn) = AH1 + : : :+AHn:

�²±¾¤  ¯®«³· ¥¬

P (A) =
nX

k=1

P (AHk) =
nX

k=1

P (Hk)P (AjHk);

£¤¥ ¬» ¨±¯®«¼§®¢ «¨ ²¥®°¥¬³ ³¬­®¦¥­¨¿.

�°¨¬¥° 6 . �  ­¥ª®²®°®© ´ ¡°¨ª¥ 30% ¯°®¤³ª¶¨¨ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿

¬ ¸¨­®© A, 25% ¯°®¤³ª¶¨¨ - ¬ ¸¨­®© B,   ®±² «¼­ ¿ ¯°®¤³ª¶¨¿ -

¬ ¸¨­®© C. � ¬ ¸¨­» A ¢ ¡° ª ¨¤¥² 1% ¯°®¨§¢®¤¨¬®© ¥© ¯°®¤³ª-

¶¨¨, ³ ¬ ¸¨­» - 1,2% ,   ³ ¬ ¸¨­» C - 2%. �§ ¢±¥© ¯°®¨§¢¥¤¥­­®©

¯°®¤³ª¶¨¨ ±«³· ©­® ¢»¡° ­® ®¤­® ¨§¤¥«¨¥. � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®-

£®, ·²® ®­® ¡° ª®¢ ­­®¥?
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�³±²¼ H1 ®¡®§­ · ¥² ±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ¢»¡° ­­ ¿

¤¥² «¼ ¨§£®²®¢«¥­  ­  ¬ ¸¨­¥ A,H2 - ­  ¬ ¸¨­¥ B,H3 - ­  ¬ ¸¨­¥

C. �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ D ±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ¢»¡° ­­ ¿

¤¥² «¼ ¡° ª®¢ ­­ ¿. �®¡»²¨¿ H1; H2; H3 ®¡° §³¾² ¯®«­³¾ £°³¯¯³

±®¡»²¨©. �® ³±«®¢¨¾ § ¤ ·¨

P (H1) = 0:3; P (H2) = 0:25; P (H3) = 0:45;

P (DjH1) = 0:01; P (DjH2) = 0:012; P (DjH3) = 0:02:

�® ´®°¬³«¥ ¯®«­®© ¢¥°®¿²­®±²¨ ¯®«³· ¥¬

P (D) = P (H1)P (DjH1) + P (H2)P (DjH2) + P (H3)P (DjH3) =

= 0:3 � 0:01 + 0:25 � 0:012 + 0:45 � 0:02 = 0:016:

� ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ ¯°¨«®¦¥­¨¿µ ®¡»·­® ¯°¨µ®¤¨²±¿ °¥¸ ²¼ ®¡-

° ²­³¾ § ¤ ·³. �» ¨¬¥¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ¢ °¨ ­²®¢ H1; : : : ; Hn ³±«®-

¢¨© ¯°®¢¥¤¥­¨¿ ½ª±¯¥°¨¬¥­² . �«¿ ª ¦¤®£® ¨§ ½²¨µ ¢ °¨ ­²®¢ ­ 

®±­®¢¥ ¯°®¸«®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ­ ¬ ¨§¢¥±²­  ¢¥°®¿²­®±²¼ P (Hk) ¥£®

°¥ «¨§ ¶¨¨ ¢ ¤ ­­®¬ ¨±¯»² ­¨¨. � °¥§³«¼² ²¥ ¯°®¢¥¤¥­¨¿ ½ª±-

¯¥°¨¬¥­²  ¬» ¯®«³·¨«¨ ­¥ª®²®°³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾ (¯°®¨§®¸«® ±®-

¡»²¨¥ A). �¥¯¥°¼ ¬» µ®²¨¬ ®¶¥­¨²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® °¥ -

«¨§®¢ «±¿ ¢ °¨ ­² Hk. �²® ¬®¦­® ±¤¥« ²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ±«¥¤³¾¹¥©

²¥®°¥¬».

�¥®°¥¬  2 . �±«¨ H1; : : : ; Hn ®¡° §³¾² ¯®«­³¾ £°³¯¯³ ±®¡»²¨©, A

- ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ±®¡»²¨¥ ¨ P (Hk) > 0; k = 1; n; P (A) > 0, ²®

P (HkjA) = P (Hk)P (AjHk)

P (A)
=

P (Hk)P (AjHk)
nP

j=1
P (Hj)P (AjHj)

- ´®°¬³«  � ©¥± .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ³±«®¢­®© ¢¥°®¿²­®±²¨ ¨ ²¥-

®°¥¬¥ ³¬­®¦¥­¨¿

P (HkjA) = P (AHk)

P (A)
=

P (Hk)P (AjHk)

P (A)
:
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�«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ P (A) ¨±¯®«¼§³¥¬ ´®°¬³«³ ¯®«­®© ¢¥°®¿²­®±²¨.

�¥°®¿²­®±²¨ P (Hk) ­ §»¢ ¾²±¿  ¯°¨®°­»¬¨ ¢¥°®¿²­®±²¿-

¬¨ £¨¯®²¥§ Hk,   P (HkjA)- ¯®±²¥°¨®°­»¬¨ ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨.

�°¨¬¥° 7 . � ³°­¥ ­ µ®¤¿²±¿ ²°¨ ¸ ° , ª®²®°»¥ ¬®£³² ¡»²¼

«¨¡® ·¥°­»¬¨, «¨¡® ¡¥«»¬¨, ­® ª®­ª°¥²­»© ±®±² ¢ ³°­» ­¥ ¨§-

¢¥±²¥­. � ¢®§¢° ¹¥­¨¥¬ ¢»¡¨° ¥¬ 5 ¸ °®¢. �°¥¤¨ ­¨µ ®ª § «®±¼ 3

¡¥«»µ (±®¡»²¨¥ A). � ª®© ±®±² ¢ ¸ °®¢ ­ ¨¡®«¥¥ ¢¥°®¿²¥­?

�» ¨¬¥¥¬ ²°¨ ¢ °¨ ­²  ±®±² ¢  ³°­»:

H0 - ­¥² ¡¥«»µ ¸ °®¢,

H1 - ®¤¨­ ¡¥«»© ¸ °,

H2 - ¤¢  ¡¥«»µ ¸ ° ,

H3 - ²°¨ ¡¥«»µ ¸ ° .

�» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²®  ¯°¨®°­»¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ P (Hk) = 1=4; k =

0; 1; 2; 3. �»¡®° ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ± ¢®§¢° ¹¥­¨¥¬. �±¯®«¼§³¿ °¥§³«¼-

² ² ¯°¨¬¥°  3.1, ¯®«³· ¥¬

P (AjH0) = 0;

P (AjH1) = C3
5(1=3)

3(2=3)2 = 40=243;

P (AjH2) = C3
5(2=3)

3(1=3)2 = 80=243;

P (AjH3) = 0:

�® ´®°¬³«¥ ¯®«­®© ¢¥°®¿²­®±²¨

P (A) = 1=4 � 0 + 1=4 � 40=243 + 1=4 � 80=243 + 1=4 � 0 = 30=243:

�ª®­· ²¥«¼­® ¯® ´®°¬³«¥ � ©¥±  ¯®«³· ¥¬

P (HkjA) = P (Hk)P (AjHk)

P (A)
;

P (H0jA) = 0; P (H1jA) = 1=3; P (H2jA) = 2=3; P (H3jA) = 0:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ­ ¨¡®«¥¥ ¢¥°®¿²­®, ·²® ¢ ³°­¥ ¡»«® ¤¢  ¡¥«»µ

¸ ° .
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1.5 �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¨±¯»² ­¨©

1.5.1 �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¨±¯»² ­¨©

�® ±¨µ ¯®° ¬» ¢ ®±­®¢­®¬ ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ±«³· ©­»¥ ½ª¯¥°¨¬¥­-

²», ±®±²®¿¹¨¥ ª ª ¡» ¨§ ®¤­®£® ½² ¯ . �®²¿ ¢±²°¥· «¨±¼ ¯°¨¬¥°»

¨ "¬­®£®±²³¯¥­· ²»µ" ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢. � ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¤ ¤¨¬

®¯¨± ­¨¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨ ½ª±¯¥°¨¬¥­² , ª®²®°»© ±®±²®¨²

¨§ ­¥±ª®«¼ª¨µ ¸ £®¢ ¨«¨ ½² ¯®¢.

�³±²¼ X1; : : : ; Xn - ­¥ª®²®°»¥ ª®­¥·­»¥ ¬­®¦¥±²¢ . �«¥¬¥­²»

¬­®¦¥±²¢  Xk - ½²® ¢®§¬®¦­»¥ °¥§³«¼² ²» ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ­  k-¬

¸ £¥. �®£¤  ¢ ª ·¥±²¢¥ ½«¥¬¥­² °­®£® ¨±µ®¤  ² ª®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­-

² , ±®±²®¿¹¥£® ¨§ n ¸ £®¢, ¥±²¥±²¢¥­­® ¢§¿²¼ ! = (!1; : : : ; !n), £¤¥

!k 2 Xk; k = 1; n. � ½²®¬ ±«³· ¥ 
 = X1� : : :�Xn. �²®¡» ¯®«­®±-

²¼¾ § ¤ ²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¬®¤¥«¼, ­¥®¡µ®¤¨¬® § ¤ ²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨

P (!) = P (!1; : : : ; !n)

½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1 . �¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (
; P ), £¤¥ 
 =

X1� : : :�Xn, ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾ ¨±¯»² ­¨© ±

¬­®¦¥±²¢®¬ §­ ·¥­¨© Xk ­  k-¬ ¸ £¥ (k = 1; n).

� ½²®¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ § ¤ ­  ±° §³ ¤«¿ ¢±¥© ¯®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼­®±²¨ ! = (!1; : : : ; !n). �® ¢ °¥ «¼­»µ § ¤ · µ °¥§³«¼² ²»

½ª±¯¥°¨¬¥­²  ¯®¿¢«¿¾²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ¸ £ §  ¸ £®¬. �®½²®-

¬³ ¨ ¢¥°®¿²­®±²­³¾ ±²°³ª²³°³ ¥±²¥±²¢¥­­® § ¤ ¢ ²¼ ± ¯®¬®¹¼¾

¢¥°®¿²­®±²¥© ¯®¿¢«¥­¨¿ !k, ¥±«¨ ¬» §­ ¥¬, ·²® ­  ¯°¥¤»¤³¹¨µ

¸ £ µ ³¦¥ ¯®¿¢¨«¨±¼ !1; : : : ; !k�1. �±¯®«¼§³¿ ²¥®°¥¬³ ³¬­®¦¥­¨¿,

¬» ¬®¦¥¬ § ¯¨± ²¼

P (!1; : : : ; !n) = P (!1) � P (!2j!1) � : : : � P (!nj!1; : : : ; !n�1)

= P (1)(!1) � P (2)(!2j!1) � : : : � P (n)(!nj!1; : : : ; !n�1) :

P (1) ­ §»¢ ¥²±¿ ­ · «¼­»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬,   P (2); : : : ; P (n) -

¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ ¯¥°¥µ®¤®¢ ­  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¸ £ µ ¤«¿ ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¨§ n ¨±¯»² ­¨©.
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�°¨¬¥° (¬®¤¥«¼ �°¥­´¥±²®¢). �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¢¥ ³°­». � ­ -

· «¼­»© ¬®¬¥­² ¢ ¯¥°¢®© ³°­¥ ¤¢  ¡¥«»µ ¸ ° , ¢® ¢²®°®© - ¤¢ 

·¥°­»µ. �­ · «  ¬» ¢»¡¨° ¥¬ ±«³· ©­® ®¤¨­ ¸ ° ¨§ ¯¥°¢®© ³°­»,

®²¬¥· ¥¬ ¥£® ¶¢¥² ¨ ª« ¤¥¬ ¥£® ¢® ¢²®°³¾ ³°­³. � ²¥¬ ¢»¡¨° ¥¬

±«³· ©­® ®¤¨­ ¸ ° ¨§ ¢²®°®© ³°­», ®²¬¥· ¥¬ ¥£® ¶¢¥² ¨ ª« ¤¥¬

¢ ¯¥°¢³¾ ³°­³ ¨ ².¤. �³±²¼ ¯°®¢®¤¨¬ n ¨±¯»² ­¨©. �  ª ¦¤®¬

¸ £¥ Xk = f¡ ; ·g. �  ¯¥°¢®¬ ¸ £¥ ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ 1 ¢»¡¨° ¾²

¡¥«»© ¸ °. �®±«¥ (k � 1) ¸ £®¢ ¬» §­ ¥¬ ±®±² ¢ ®·¥°¥¤­®© ³°­»

¨ ¬®¦¥¬ ­ ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¿¢«¥­¨¿ ¡¥«®£® ¨«¨ ·¥°­®£® ¸ ° ,

¨±¯®«¼§³¿ ª« ±±¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥©.

�±«¨ ¢ ½²®¬ ¯°¨¬¥°¥ ®²¬¥· ²¼ ­¥ ¶¢¥² ¯®¿¢¨¢¸¥£®±¿ ¸ ° ,  

¢­®¢¼ ¯®«³·¥­­»© ±®±² ¢ ³°­ (·²® ½ª¢¨¢ «¥­²­®), ²® ¢¥°®¿²­®±²¨

¯¥°¥µ®¤  P (k) ¡³¤³² § ¢¨±¥²¼ ®² °¥§³«¼² ²  ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ²®«¼ª®

­  ¯®±«¥¤­¥¬ ¸ £¥,   ­¥ ­  ¢±¥µ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ¸ £ µ. �²® ±¢®©±²¢®

¨¬¥¥² ¬¥±²® ¤«¿ ¬­®£¨µ °¥ «¼­»µ § ¤ ·. �®½²®¬³ ¶¥«¥±®®¡° §­®

¢»¤¥«¨²¼ ½²®² ±«³· © ®²¤¥«¼­®.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2 . �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨±¯»² ­¨© ­ §»¢ ¥²±¿ ¶¥-

¯¼¾ � °ª®¢ , ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¥µ k = 2; n ¨ ¢±¥µ !1; : : : ; !k

P (k)(!kj!1; : : : ; !k�1) = P (k)(!kj!k�1) : (1.1)

�¹¥ ¡®«¥¥ ¯°®±²³¾ ±¨²³ ¶¨¾ ¬» ¯®«³· ¥¬, ¥±«¨ P (k) ¢®®¡¹¥

­¥ § ¢¨±¿² ®² ³±«®¢¨© !1; : : : ; !k�1.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3 . �®¢®°¿², ·²® ¬» ¨¬¥¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼

n ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨©, ¥±«¨ 8! = (!1; : : : ; !n)

P (!) = P (1)(!1) � : : : � P (n)(!n) : (1.2)

�¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¤«¿ «¾¡®£® k = 1; n

¨¬¥¥² ¬¥±²®

1) P (k)(!k) � 0; !k 2 Xk,

2)
P

!k2Xk

P (k)(!k) = 1 .
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4 . �¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (
; P ) ­ §»¢ ¥²-

±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾ n ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨ ®¤¨­ ª®¢»µ ¨±-

¯»² ­¨©, ¥±«¨ ½²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨©,

X1 = : : : = Xn = X ¨ P (1) = : : : = P (n).

�®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ±®¡»²¨¿, ±¢¿§ ­­»¥ ± ° §­»¬¨ ¨±¯»² ­¨-

¿¬¨, ¿¢«¿¾²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨.

�°®±²¥©¸¨¬ ¿¢«¿¥²±¿ ±«³· ©, ª®£¤  X = f0; 1g, ².¥. ¬­®¦¥±-
²¢® ¨±µ®¤®¢ ­  ª ¦¤®¬ ¸ £¥ ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ ½«¥¬¥­²®¢. �®¤¥«¼

² ª®£® ½ª¯¥°¨¬¥­²  ­ §»¢ ¥²±¿ ±µ¥¬®© �¥°­³««¨ ¨ ¨§³· ¥²±¿

¯®¤°®¡­® ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ° §¤¥«¥.

1.5.2 �µ¥¬  �¥°­³««¨. �¨­®¬¨ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

� ·­¥¬ ± ­¥´®°¬ «¼­®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿. �µ¥¬®© �¥°­³««¨ ¨«¨

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾ n ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤¨­ ª®¢»µ ¨±¯»² -

­¨© ± ¤¢³¬¿ ¨±µ®¤ ¬¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ±«³· ©­»© ½ª±¯¥°¨¬¥­², ¢

ª®²®°®¬:

1) ¯°®¢®¤¨²±¿ n ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨©;

2) ª ¦¤®¥ ¨±¯»² ­¨¥ ª®­· ¥²±¿ ®¤­¨¬ ¨§ ¤¢³µ ¨±µ®¤®¢ (®¤¨­

¨±µ®¤ ­ §»¢ ¥²±¿ "³±¯¥µ" ¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ 1,   ¢²®°®© - "­¥³±¯¥µ"

¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ 0);

3) ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¿¢«¥­¨¿ "³±¯¥µ " ®¤­  ¨ ²  ¦¥ ¢ ª ¦¤®¬ ¨±-

¯»² ­¨¨ ¨ ° ¢­  p.

�¨±«  n ¨ p ­ §»¢ ¾²±¿ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ±µ¥¬» �¥°­³««¨. �®°-

¬ «¼­®¥ ®¯¨± ­¨¥ ¬®¤¥«¨ ² ª®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ¤ ­® ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬

®¯°¥¤¥«¥­¨¨.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5 . �µ¥¬®© �¥°­³««¨ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ n ¨ p ­ -

§»¢ ¥²±¿ ¤¨±ª°¥²­®¥ ¢¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (
; P ), £¤¥ 


±®±²®¨² ¨§ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ ¢¨¤  ! = (!1; : : : ; !n); !k =

0; 1; k = 1; n,   ¢¥°®¿²­®±²¨ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ ! § ¤ ¾²±¿

¯® ¯° ¢¨«³

P (!) = pm(1� p)n�m ; (1.3)

£¤¥ m - ·¨±«® ¥¤¨­¨¶ ¢ ¨±µ®¤¥ !.
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�°¨¬¥° 1 . �¨¬¬¥²°¨·­³¾ ¬®­¥²³ ¯®¤¡° ±»¢ ¾² 5 ° § ¨ ­  ª ¦-

¤®¬ ¸ £¥ ®²¬¥· ¾² ª ª®© ±²®°®­®© ¢»¯ «  ¬®­¥² .

�»¯ ¤¥­¨¥ £¥°¡  ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ "³±¯¥µ®¬". �²® ±µ¥¬  �¥°­³««¨

± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ n = 5 ¨ p = 1=2.

�¡»·­® ¢ ° ¬ª µ ±µ¥¬» �¥°­³««¨ ¬» µ®²¨¬ ¢»·¨±«¨²¼ ¢¥°®-

¿²­®±²¼ ­¥ ®²¤¥«¼­®£® ½«¥¬¥­² °­®£® ¨±µ®¤ ,   ­¥ª®²®°®£® ¡®«¥¥

±«®¦­®£® ±®¡»²¨¿. � ¯°¨¬¥°, ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯°¨¬¥°¥ ­ ± ¬®¦¥²

¨­²¥°¥±®¢ ²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢»¯ «® °®¢­® 3 £¥°¡ . � ª®©

¢®¯°®± ¿¢«¿¥²±¿ ­ ¨¡®«¥¥ ²¨¯¨·­»¬ ¤«¿ ±µ¥¬» �¥°­³««¨. �³±²¼

Am ¥±²¼ ±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ¢ n ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² -

­¨¿µ ¬» ¯®«³·¨«¨ °®¢­® m ³±¯¥µ®¢. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¨

±®¡»²¨¿

P (Am) =
X

!2Am

P (!) = Cm
n p

m(1� p)n�m ;

£¤¥ ¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ²¥¬, ·²® ¢¥°®¿²­®±²¨ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®-

¤®¢ ¢ Am ¢±¥ ®¤¨­ ª®¢»¥ ¨ ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³«¥ (3),   ·¨±«®

° §«¨·­»µ ¨±µ®¤®¢ ° ¢­® ° §¬¥¹¥­¨¾ m ¥¤¨­¨¶ ¯® n ¬¥±² ¡¥§

³·¥²  ¯®°¿¤ª .

�±«¨ ­ ± ¨­²¥°¥±³¥² ·¨±«® ³±¯¥µ®¢,   ­¥ ª®£¤  ¨¬¥­­® ®­¨ ¯®-

¿¢¨«¨±¼, ²® ¬» ¬®¦¥¬ ¯®±²°®¨²¼ ¬¥­¥¥ ¯®¤°®¡­³¾ ¬®¤¥«¼.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6 . �¨­®¬¨ «¼­®© ¬®¤¥«¼¾ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ n ¨

p ­ §»¢ ¥²±¿ ¢¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (
; P ), £¤¥ 
 = f!0; : : : ; !ng
¨

P (!m) = b(n; p;m) = Cm
n p

m(1� p)n�m ; (1.4)

m = 0; n; 0 < p < 1.

�¥°®¿²­®±²¨ b(n; p;m), ¢»·¨±«¿¥¬»¥ ¯® ´®°¬³«¥ (4), ®¡° §³¾²

² ª ­ §»¢ ¥¬®¥ ¡¨­®¬¨ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¥²°³¤­® ¯°®-

¢¥°¨²¼, ·²® ®­¨ ®¡« ¤ ¾² ®¡»·­»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©:

1) b(n; p;m) � 0 ,

2)
nP

m=0
b(n; p;m) = 1 ,

¨, ª°®¬¥ ²®£®,
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3) b(n; p;m) = b(n; 1� p; n�m) .

� ±²® ¢ ¯°¨ª« ¤­»µ § ¤ · µ ­ ± ¨­²¥°¥±³¥², ª ª®¥ ·¨±«® ³±¯¥-

µ®¢ m0 ¨¬¥¥² ­ ¨¡®«¼¸³¾ ¢¥°®¿²­®±²¼. �«¿ ½²®£® ±° ¢­¨¬ ¢¥°®-

¿²­®±²¼ ¤¢³µ ±®±¥¤­¨µ §­ ·¥­¨©.

b(n; p;m+ 1)

b(n; p;m)
=
Cm+1
n pm+1(1� p)n�m�1

Cm
n p

m(1� p)n�m
=

n�m

m+ 1

p

1� p
:

�®±«¥¤­¥¥ ¢»° ¦¥­¨¥ ¡®«¼¸¥ 1 ¯°¨ m < (n + 1)p + 1 ¨ ¬¥­¼¸¥ 1

¯°¨ m > (n + 1)p � 1. �²® ¯°¨¢®¤¨² ­ ± ª ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢ ¬

¡¨­®¬¨ «¼­»µ ¢¥°®¿²­®±²¥©:

4) ¥±«¨m < (n+1)p�1, ²® ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®²m ªm+1 ¢¥°®¿²­®±²¼

¢®§° ±² ¥²,

5) ¥±«¨m > (n+1)p�1, ²® ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®²m ªm+1 ¢¥°®¿²­®±²¼

³¡»¢ ¥²,

6) ¥±«¨ ·¨±«® (n+1)p - ¶¥«®¥, ²® ¨¬¥¥¬ ¤¢  ­ ¨¡®«¥¥ ¢¥°®¿²­»µ

§­ ·¥­¨¿ ¤«¿ ·¨±«  ³±¯¥µ®¢: m0 = (n+ 1)p� 1 ¨ m0 + 1,

¥±«¨ ·¨±«® (n+1)p - ¤°®¡­®¥, ²® ¨¬¥¥¬ ®¤­® ­ ¨¡®«¥¥ ¢¥°®¿²­®¥

§­ ·¥­¨¥ - m0 = [(n+ 1)p].

�®«¥§­® ­ °¨±®¢ ²¼ £° ´¨ª¨ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© b(n; p;m)

± ¨§¬¥­¥­¨¥¬ m ¤«¿ ° §­»µ n ¨ p.

�°¨¬¥° 2 . �¨¬¬¥²°¨·­³¾ ¨£° «¼­³¾ ª®±²¼ ¯®¤¡° ±»¢ ¾² 6 ° §.

� ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢»¯ ¤³² °®¢­® ¤¢  £¥°¡  ¨ ­ ¨¡®«¥¥

¢¥°®¿²­®¥ ·¨±«® ¯®¿¢«¥­¨© ¸¥±²¥°ª¨.

� ½²®© § ¤ ·¥ n = 6; p = 1=6. �®£¤ 

b(6; 1=2; 2) = C2
60:5

20:54 = 0:235 :

�¨±«® (n + 1)p = 7=6 ¿¢«¿¥²±¿ ¤°®¡­»¬, ¯®½²®¬³ ­ ¨¡®«¥¥ ¢¥°®-

¿²­®¥ ·¨±«® ¯®¿¢«¥­¨© ¸¥±²¥°ª¨ ¥±²¼ m0 = [(n+ 1)p] = 1.
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1.5.3 �°¥¤¥«¼­»¥ ²¥®°¥¬» ¢ ±µ¥¬¥ �¥°­³««¨

�»¸¥ ¬» ¯®«³·¨«¨ ´®°¬³«³, ¯® ª®²®°®© ¬®¦­® ° ±±·¨² ²¼ ¢¥-

°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¢ ±¥°¨¨ ¨§ n ¨±¯»² ­¨© �¥°­³««¨ ± ¢¥°®¿²-

­®±²¼¾ ³±¯¥µ  p ¡³¤¥² ¯®«³·¥­® °®¢­® m ³±¯¥µ®¢. � ¨¬¥­­®

b(n; p;m) = Cm
n p

m(1� p)n�m :

� °¥ «¼­»µ § ¤ · µ ·¨±«® ¨±¯»² ­¨© ¡»¢ ¥² ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸¨¬,

¨ ¯°®¨§¢®¤¨²¼ ° ±·¥²» ¯® ½²®© ´®°¬³«¥ ±² ­®¢¨²±¿ § ²°³¤­¨²¥«¼-

­»¬. � ½²¨µ ±«³· ¿µ ®¡»·­® ±² ° ¾²±¿ ­ ©²¨ ¡®«¥¥ ¯°®±²»¥ ¢»-

° ¦¥­¨¿, ª®²®°»¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ½ª¢¨¢ «¥­²­» ²®·­»¬ ´®°¬³-

« ¬, ª®£¤  ²¥ ¨«¨ ¨­»¥ ¯ ° ¬¥²°» ¬¥­¿¾²±¿ ®¯°¥¤¥«¥­­»¬ ®¡° -

§®¬. �«¿ ­ ¸¥© ¬®¤¥«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ¤¢¥  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨, ª®²®°»¥

­ µ®¤¿² ¸¨°®ª¨¥ ¯°¨«®¦¥­¨¿ ¢ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ¤ · µ ¨, ª ª ¬»

³¢¨¤¨¬ ¯®§¤­¥¥, ¨¬¥¾² ¨ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®¥ §­ ·¥­¨¥.

�¥®°¥¬  �³ ±±®­ . �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ±µ¥¬³ �¥°­³««¨ ± ¯ ° ¬¥²-

° ¬¨ n ¨ p. �³±²¼ n ! 1; p ! 0 ² ª, ·²® np ! �; 0 < � < 1.

�®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® ´¨ª±¨°®¢ ­­®£® m

b(n; p;m)! �m(�) =
�m

m!
e�� :

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ´¨ª±¨°³¥¬ ­¥ª®²®°®¥ ¶¥«®¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼-

­®¥ m. �®£¤ 

b(n; p;m) = Cm
n p

m(1� p)n�m =
n!

m!(n�m)!
� pm(1� p)n�m =

1

m!
� n(n� 1) � � � [n� (m� 1)] � pm(1� p)�m(1� p)n =

=
1

m!
� n(n� 1) � � � [n� (m� 1)] �

"
�

n
+ o

 
1

n

!#m
�

�
"
1� �

n
+ o

 
1

n

!#�m
�
"
1� �

n
+ o

 
1

n

!#n

! 1

m!
� �m � e�� :
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�®«¥¥  ªª³° ²­»©  ­ «¨§ ¯®§¢®«¿¥² ¤®ª § ²¼, ·²®

1X
m=0

jb(n; p;m) � �m(�)j � np2 ;

¥±«¨ np = � ¨ b(n; p;m) = 0 ¤«¿ m � n.

�°¨¬¥° 3 . �  ­¥ª®²®°®© ²¥«¥´®­­®© ±² ­¶¨¨ 10 000 ­®¬¥°®¢.

� ¤¥­¼ ·¥°¥§ ±² ­¶¨¾ ¯®±²³¯ ¥² ¢ ±°¥¤­¥¬ 30 000 ¢»§®¢®¢. � ©²¨

¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¯® ­¥ª®²®°®¬³ ª®­ª°¥²­®¬³ ­®¬¥°³ ¡³¤¥²

°®¢­® ¤¢  §¢®­ª .

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢»§®¢ ¯® «¾¡®¬³ ­®¬¥°³ ¿¢«¿¥²±¿ ° ¢­®¢¥-

°®¿²­»¬ ¨ ¯°¨ ª ¦¤®¬ ¢»§®¢¥ ­®¬¥° ¢»¡¨° ¥²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬® ®²

¤°³£¨µ ¢»§®¢®¢. �®£¤  ¬» ¨¬¥¥¬ ±µ¥¬³ �¥°­³««¨ ± ¯ ° ¬¥²° -

¬¨ p = 10�4; n = 3 � 104. �±¯®«¼§³¿ ²¥®°¥¬³ �³ ±±®­ , ¯®«³· ¥¬

(� = 3)

b(n; p; 2) = C2
30000p

2(1� p)29998 � 32

2!
e�3 = 0:1804 :

�«¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ �³ ±±®­  ±®±² ¢«¥­» ² ¡«¨¶».

�°³£®©  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© °¥§³«¼² ² ¯®«³· ¥²±¿, ¥±«¨ n!1,  

m ¢»¡° ­® ² ª, ·²® m!1, ­® ¢¥«¨·¨­  xn;m = m�npp
np(1�p)

«¥¦¨² ¢

­¥ª®²®°®¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ ¨­²¥°¢ «¥ (a; b), £¤¥ �1 < a < b <1.

�®ª «¼­ ¿ ²¥®°¥¬  �³ ¢° -� ¯« ± . �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ±µ¥¬³

�¥°­³««¨ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ n ¨ p. �®£¤  ¯°¨ n!1 ¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬

p

b(n; p;m) � 1q
np(1� p)

'(xn;m)

° ¢­®¬¥°­® ¯® ¢±¥¬ m, ¤«¿ ª®²®°»µ �1 < a < xn;m < b < 1.

�¤¥±¼

'(x) =
1p
2�

e�
1
2
x2 :

�«¿ ´³­ª¶¨¨ '(x) ±®±² ¢«¥­» ² ¡«¨¶». �²¬¥²¨¬, ·²® '(x) =

'(�x).
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�°¨¬¥° 4 . �¨¬¬¥²°¨·­³¾ ¬®­¥²³ ¯®¤¡° ±»¢ ¾² 100 ° §. � ©-

²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® £¥°¡ ¢»¯ ¤¥² °®¢­® 50 ° §.

� ½²®© § ¤ ·¥ n = 100; p = 0:5; m = 50. �®£¤ 

xn;m =
50� 100 � 0:5p
100 � 0:5 � 0:5 = 0 :

�±¯®«¼§³¿ «®ª «¼­³¾ ²¥®°¥¬³ �³ ¢° -� ¯« ± , ¯®«³· ¥¬

b(100; 0:5; 50) � '(0)
1p

100 � 0:5 � 0:5 =
0:3989

5
� 0:08 :

� ª ¢¨¤­® ¨§ ¯®±«¥¤­¥£® ¯°¨¬¥° , ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ n ¨ ´¨ª±¨°®¢ ­-

­®¬ p ¢¥°®¿²­®±²¨ b(n; p;m) ¤«¿ ¢±¥µ §­ ·¥­¨© m ®·¥­¼ ¬ «». �®-

½²®¬³ ®¡»·­® ¨­²¥°¥±³¾²±¿ ­¥ ²¥¬, ª ª®¥ ª®­ª°¥²­®¥ ·¨±«® ³±¯¥-

µ®¢ ¡³¤¥² ¢ ­ ¸¥¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥,   ¢ ª ª¨µ ¯°¥¤¥« µ ®­® ®ª ¦¥²±¿.

� ¯°¨¬¥°, ¬» ¬®¦¥² ¢»·¨±«¨²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ·¨±«® ¯®-

¿¢«¥­¨© £¥°¡  ¯°¨ 100 ¯®¤¡° ±»¢ ­¨¿µ ¡³¤¥² «¥¦ ²¼ ¢ ¯°¥¤¥« µ

®² 40 ¤® 60. � ² ª¨µ § ¤ · µ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®«¥§­®© ±«¥¤³¾¹ ¿

�­²¥£° «¼­ ¿ ²¥®°¥¬  �³ ¢° -� ¯« ± . �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ±µ¥-

¬³ �¥°­³««¨ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ n ¨ p. �±«¨ n!1,   p - ´¨ª±¨°®¢ ­®,

²® ° ¢­®¬¥°­® ¯® ¢±¥¬ m1 < m2

P (m1 � Sn < m2) � �(xn;m2
)� �(xn;m1

) ;

£¤¥ Sn - ·¨±«® ³±¯¥µ®¢ ¢ n ¨±¯»² ­¨¿µ,  

�(x) =
xZ

�1

'(y)dy :

�®«¥¥ ²®£®, ¤«¿ «¾¡»µ m1 < m2 ¨¬¥¥² ¬¥±²® ®¶¥­ª 

jP (m1 � Sn < m2)� �(xn;m2
) + �(xn;m1

)j � p2 + (1� p)2q
np(1� p)

:

�«¿ ´³­ª¶¨¨ �(x), ­ §»¢ ¥¬®© ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±² ­-

¤ °²­®£® ­®°¬ «¼­®£® § ª®­ , ±®±² ¢«¥­» ² ¡«¨¶». �­  ®¡« -

¤ ¥² ±¢®©±²¢ ¬¨:
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1) �(�1) = 0; �(1) = 1; �(0) = 0:5 ,

2) �(�x) = 1� �(x) .

� ±¨«³ ±¢®©±²¢  2 ² ¡«¨¶» ®¡»·­® ±®±² ¢«¿¾² ²®«¼ª® ¤«¿ ¯®«®¦¨-

²¥«¼­»µ ¨«¨ ²®«¼ª® ¤«¿ ®²°¨¶ ²¥«¼­»µ x. � ª ª ª �(3:9) = 0:999,

²® ¤«¿ x � 4 ¬®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® �(x) � 1. �·¥­¼ · ±²® ¢¬¥±²®

�(x) ¨±¯®«¼§³¾² ´³­ª¶¨¾

�0(x) =
xZ
0

'(y)dy ;

ª®²®° ¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¥© � ¯« ±  ¨«¨ ¨­²¥£° «®¬ ¢¥°®-

¿²­®±²¥©. �­  ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:

1) �0(0) = 0; �0(1) = 0:5 ,

2) �0(�x) = ��0(x) ,

3) �(x) = �0(x) + 0:5 .

�«¿ ­¥¥ ² ª¦¥ ±®±² ¢«¥­» ² ¡«¨¶» (¤«¿ x > 0). � ±¨«³ ±¢®©±²¢ 

3 ¥¥ ¬®¦­® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¢ ¨­²¥£° «¼­®© ²¥®°¥¬¥ �³ ¢° -� ¯« ± 

¢¬¥±²® ´³­ª¶¨¨ �(x).

�°¨¬¥° 5 . �¨¬¬¥²°¨·­³¾ ¬®­¥²³ ¯®¤¡° ±»¢ ¾² 100 ° §. � ©-

²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ·¨±«® ¯®¿¢¨¢¸¨µ±¿ £¥°¡®¢ ¡³¤¥² «¥-

¦ ²¼ ¢ ¯°¥¤¥« µ ®² 40 ¤® 60.

� ½²®© § ¤ ·¥ n = 100; p = 0:5; m1 = 40; m2 = 60. � ±¨«³

¨­²¥£° «¼­®© ¯°¥¤¥«¼­®© ²¥®°¥¬» �³ ¢° -� ¯« ± 

P (m1 � Sn < m2) � �0(xn;m2
) � �0(xn;m1

) :

xn;m2
=

60� 100 � 0:5p
100 � 0:5 � 0:5 =

10

5
= 2 ;

xn;m1
=

40� 100 � 0:5p
100 � 0:5 � 0:5 = �

10

5
= �2 ;

P (40 � Sn < 60) � �0(2)� �0(�2) = 2�0(2) = 2 � 0:4772 = 0:9544 :

�°¨¬¥­¿¿ ½²³  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¾, ¬» ¤®¯³±ª ¥¬ ®¸¨¡ª³, ª®²®° ¿

­¥ ¯°¥¢»¸ ¥² ¢¥«¨·¨­»

0:52 + 0:52p
100 � 0:5 � 0:5 =

0:5

5
= 0:1 :
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�®«¥¥ ²®·­»©  ­ «¨§ ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ½²  ®¸¨¡ª  £®° §¤® ¬¥­¼¸¥.

�­²¥£° «¼­ ¿ ¯°¥¤¥«¼­ ¿ ²¥®°¥¬  �³ ¢° -� ¯« ±  ¿¢«¿¥²±¿ · ±²-

­»¬ ±«³· ¥¬ ¡®«¥¥ ®¡¹¥£® °¥§³«¼² ² , ­ §»¢ ¥¬®£® ¶¥­²° «¼­®©

¯°¥¤¥«¼­®© ²¥®°¥¬®©, ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ª®²®°®£® ¡³¤¥² ¯°¨¢¥¤¥-

­® ¯®§¤­¥¥.

1.5.4 �®«¨­®¬¨ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

�®±«¥¤­¿¿ ¬®¤¥«¼,   ¨¬¥­­® ¡¨­®¬¨ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, ¨¬¥¥²

®·¥¢¨¤­®¥ ®¡®¡¹¥­¨¥ ­  ±«³· ©, ª®£¤  ·¨±«® ¨±µ®¤®¢ ¢ ª ¦¤®¬

¨±¯»² ­¨¨ ®¤¨­ ª®¢®, ­®, ¢®§¬®¦­®, ®²«¨·­® ®² ¤¢³µ.

�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨©,

ª ¦¤®¥ ¨§ ª®²®°»µ ª®­· ¥²±¿ ®¤­¨¬ ¨§ r ¨±µ®¤®¢, ¢¥°®¿²­®±²¨ ª®-

²®°»µ ° ¢­» ±®®²¢¥²±²¢¥­­® p1; : : : ; pr, ¨ ®­¨ ®¤­¨ ¨ ²¥ ¦¥ ¢® ¢±¥µ

¨±¯»² ­¨¿µ. �³±²¼, ¤ «¥¥, mk ¥±²¼ ·¨±«® ¯®¿¢«¥­¨© k-£® ¨±µ®¤  ¢

½²¨µ n ¨±¯»² ­¨¿µ. �®£¤  ¢¥ª²®° m = (m1; : : : ;mr) ¤ ¥² ­ ¬ ®¯¨-

± ­¨¥ ²®£®, ·¥¬ § ª®­·¨«±¿ ² ª®© ½ª±¯¥°¨¬¥­². �±¯®«¼§³¿ ²¥ ¦¥

° ±±³¦¤¥­¨¿, ·²® ¨ ¢ ¡¨­®¬¨ «¼­®© ¬®¤¥«¨, ­¥²°³¤­® ¤®ª § ²¼,

·²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ² ª®£® ¨±µ®¤  ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥

P (m) = P (m1; : : : ;mr) =
n!

m1! : : : mr!
pm1

1 : : : pmr

r : (1.5)

�³¬¬¨°³¿ ¢±¥ ¢»¸¥¨§«®¦¥­­®¥, ¯°¨µ®¤¨¬ ª ®¯°¥¤¥«¥­¨¾.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7 . �¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (
; P ), ¢ ª®²®-

°®¬ ½«¥¬¥­² °­»¥ ¨±µ®¤» ! ¨¬¥¾² ¢¨¤ ! = (m1; : : : ;mr), £¤¥

(m1; : : : ;mr) - ¶¥«»¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ ·¨±«  ² ª¨¥, ·²® m1+: : :+

mr = n,   ¨µ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³«¥

P (!) = P (m1; : : : ;mr) =
n!

m1! : : :mr!
pm1

1 : : : pmr

r ;

­ §»¢ ¥²±¿ ¯®«¨­®¬¨ «¼­»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬.

�°¨¬¥° 6 . �¨¬¬¥²°¨·­»© ¨£° «¼­»© ª³¡¨ª ¯®¤¡° ±»¢ ¾² 10 ° §.

� ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨¿ A, ±®±²®¿¹¥£® ¢ ²®¬, ·²® ¢»¯ ¤³²

2 ¸¥±²¥°ª¨ ¨ ®¤­  ¯¿²¥°ª .
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� ½²®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥ ¯°®¢®¤¨²±¿ 10 ¨±¯»² ­¨©, ¢ ª®²®°»µ ¥±-

²¥±²¢¥­­® ´¨ª±¨°®¢ ²¼ ²°¨ ° §«¨·­»µ ¨±µ®¤ : ¢»¯ «¨ ¸¥±²¥°ª ,

¯¿²¥°ª  ¨ ¤°³£ ¿ ¶¨´° , ¢¥°®¿²­®±²¨ ª®²®°»µ ° ¢­» 1/6, 1/6 ¨

4/6 ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �®£¤ 

P (A) =
10!

2!1!7!

 
1

6

!2  1
6

!1  4
6

!7
=
5

8

 
2

3

!10
:

�°¨ ¡®«¼¸¨µ n ° ±·¥²» ¯® ´®°¬³«¥ (5) ±² ­®¢¿²±¿ § ²°³¤­¨-

²¥«¼­»¬¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯°¨¬¥­¿¾²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ´®°¬³-

«»,  ­ «®£¨·­»¥ ²¥¬, ·²® ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ¤«¿ ¡¨­®¬¨ «¼­®£®

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

� ¤ ·  1 . �³±²¼ ¬» ¯°®¢¥«¨ n ¨±¯»² ­¨© ± ²°¥¬¿ ¨±µ®¤ ¬¨,

¢¥°®¿²­®±²¨ ª®²®°»µ ° ¢­» p1; p2 ¨ p3 ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �°¥¤-

¯®«®¦¨¬, ·²® n ! 1; p1 ! 0; p2 ! 0 ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®

np1 ! �1; np2 ! �2. �®£¤  ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­»µ m1 ¨ m2

P (m1;m2; n�m1 �m2)! �m1

m1!
e��1

�m2

m2!
e��2 :

1.6 �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²­®£® ¯°®±²° ­±²¢  ¢ ®¡¹¥¬

±«³· ¥

1.6.1 �®±² ­®¢ª  § ¤ ·¨

�® ±¨µ ¯®° ¬» ° ¡®² «¨ ²®«¼ª® ± ¯°®±²¥©¸¥© ¬®¤¥«¼¾ ±«³· ©-

­®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­² ,   ¨¬¥­­® ± ¤¨±ª°¥²­»¬ ¢¥°®¿²­®±²­»¬ ¯°®-

±²° ­±²¢®¬. �® ¬­®£¨¥ °¥ «¼­»¥ § ¤ ·¨ ­¥¢®§¬®¦­® ®¯¨± ²¼ ¢

° ¬ª µ ½²®© ¬®¤¥«¨, ² ª ª ª ¢ ­¨µ ·¨±«® ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢

­¥±·¥²­®. �¤­¨¬ ¨§ ² ª¨µ ¯°¨¬¥°®¢ ¡»«  § ¤ ·  ­  £¥®¬¥²°¨·¥±-

ª³¾ ¢¥°®¿²­®±²¼, ¢ ª®²®°®© ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¬®¤¥«¼ ±«³· ©­®£®

¢»¡®°  ²®·ª¨ ¨§ ­¥ª®²®°®© ®¡« ±²¨. �¥®¡µ®¤¨¬® ¤ ²¼ ®¡¹¥¥ ®¯°¥-

¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²­®£® ¯°®±²° ­±²¢ , ª®²®°®¥ ®µ¢ ²»¢ «® ¡» ¨

² ª¨¥ ±¨²³ ¶¨¨. �» ­ ·­¥¬ ± ²®£®, ·²® ­ ¯®¬­¨¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥

¢¥°®¿²­®±²­®£® ¯°®±²° ­±²¢  ¢ ±« ¡®¬ ±¬»±«¥.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1 . �¥°®¿²­®±²­»¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬ (¢ ±« ¡®¬

±¬»±«¥) ­ §»¢ ¥²±¿ ²°®©ª  (
;A; P ), £¤¥ 
 - ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ¬­®-
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¦¥±²¢®, A -  «£¥¡°  ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¯°®±²° ­±²¢  
, P - ¢¥¹¥±²-

¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, § ¤ ­­ ¿ ­  A ¨ ®¡« ¤ ¾¹ ¿ ±¢®©±²¢ ¬¨:

1) P (A) � 0; 8A 2 A,
2) P (
) = 1,

3) ¥±«¨ A1; : : : ; An 2 A - ¯®¯ °­® ­¥±®¢¬¥±²­», ²®

P (
nX

k=1

Ak) =
nX

k=1

P (Ak) :

�» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ 
 ª ª ¯°®±²° ­±²¢® ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢

­¥ª®²®°®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­² , A - ½²®  «£¥¡°  ¨­²¥°¥±³¾¹¨µ ­ ± ±®-

¡»²¨©, P (A) - ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨¿. �²®¡» ¯®­¿²¼, ¯®·¥¬³ ² ª®£®

®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­¥¤®±² ²®·­® ¤«¿ ­ ¸¨µ ¶¥«¥©, ° ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²®©

¯°¨¬¥°.

�°¨¬¥° 1 . �§ ¥¤¨­¨·­®£® ª¢ ¤° ²  ±«³· ©­»¬ ®¡° §®¬ ¢»¡¨° -

¾² ²®·ª³. �®¡»²¨¥ K ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¢»¡° ­­ ¿ ²®·ª  ¯°¨-

­ ¤«¥¦¨² ª°³£³ ± ¶¥­²°®¬ (1=2; 1=2) ° ¤¨³±  1/4.

�²® ²¨¯¨·­ ¿ § ¤ ·  ­  £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²-

­®±²¥©. �¤¥±¼ ! = (x1; x2); x1; x2 2 [0; 1]; 
 = [0; 1]� [0; 1] = [0; 1]2.

�­²¥°¥±³¾¹¥¥ ­ ± ±®¡»²¨¥K ¥±²¥±²¢¥­­® ®²®¦¤¥±²¢¨²¼ ± ³ª § ­-

­»¬ ª°³£®¬. �®£¤  ¯® £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¬³ ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¨

P (K) =
S(K)

S(
)
;

£¤¥ S(K) - ¯«®¹ ¤¼ ª°³£ . �® ª°³£ - ½²® ¤®¢®«¼­® ±«®¦­ ¿ ´¨£³° ,

¨ ­¥¯°®±²® ®¯°¥¤¥«¨²¼, ·²® ² ª®¥ ¥£® ¯«®¹ ¤¼. �§ ¸ª®«¼­®£® ª³°-

±  £¥®¬¥²°¨¨ ¬» §­ ¥¬, ª ª ¢»·¨±«¨²¼ ¯«®¹ ¤¼ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª .

� ²¥¬ ¬» ¨±·¥°¯»¢ ¥¬ ª°³£ ² ª¨¬¨ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª ¬¨ ¨ ®¯°¥¤¥-

«¿¥¬ ¥£® ¯«®¹ ¤¼ ª ª ±³¬¬³ ¯«®¹ ¤¥© ½²¨µ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª®¢. �®

² ª¨µ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª®¢ ¡³¤¥² ¡¥±ª®­¥·­®¥ ·¨±«®.

�°¨¢¥¤¥­­»© ¢»¸¥  ­ «¨§ ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¤«¿ ² ª¨µ ±®¡»²¨©,

ª ª ¯®¯ ¤ ­¨¥ ±«³· ©­®© ²®·ª¨ ¢ ª°³£ K, ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯°¨¬¥­¿²¼

¡¥±ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ®¯¥° ¶¨© ­ ¤ ¡®«¥¥ ¯°®±²»¬¨ ±®¡»²¨¿¬¨ (¯®¯ -

¤ ­¨¥ ¢ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª),   ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¥£® ¢¥°®¿²­®±²¨ ­³¦­®

¡®«¥¥ ±¨«¼­®¥ ±¢®©±²¢®, ·¥¬ ª®­¥·­ ¿  ¤¤¨²¨¢­®±²¼, ² ª ª ª ¬»

±ª« ¤»¢ ¥¬ ¯«®¹ ¤¨ ¡¥±ª®­¥·­®£® ·¨±«  ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª®¢.
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1.6.2 �¯°¥¤¥«¥­¨¥ �- «£¥¡°»

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2 . �¨±²¥¬  A ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¯°®±²° ­±²¢  
 ­ -

§»¢ ¥²±¿ �- «£¥¡°®©, ¥±«¨ ¢»¯®«­¥­» ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢ :

1) 
 2A ,

2) ¥±«¨ A 2 A, ²® �A 2 A ,

3) ¥±«¨ A1; A2; : : : 2 A, ²®
1S
k=1

Ak 2 A .

� ¬¥· ­¨¥. �®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ¯°¨¬¥­¥­¨¥ «¾¡»µ ° ­¥¥ ®¯°¥-

¤¥«¥­­»µ ®¯¥° ¶¨© ­ ¤ ±®¡»²¨¿¬¨, ¢»¯®«­¥­­»¬¨ ­¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ ¢

±·¥²­®¬ ·¨±«¥, ­¥ ¢»¢®¤¨² ­ ± §  ¯°¥¤¥«» �- «£¥¡°».

�°¨¬¥°». 1. A = f;;
g - ²°¨¢¨ «¼­ ¿ �- «£¥¡° , ±®®²¢¥²±²¢³¥²

±«³· ¾, ª®£¤  ¬» ­¨·¥£® ­¥ §­ ¥¬ ® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ½ª±¯¥°¨-

¬¥­²¥.

2. A - �- «£¥¡°  ¢±¥µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¯°®±²° ­±²¢  
 ±®®²¢¥±²¢³¥²

¯®«­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ®¡ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥.

3. �¾¡ ¿ ª®­¥·­ ¿  «£¥¡°  A (². ¥. ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ª®­¥·­®¥ ·¨±«®

±®¡»²¨© ) ¿¢«¿¥²±¿ �- «£¥¡°®© (§ ¤ · !).

�¡»·­® ¢ °¥ «¼­®© § ¤ ·¥ ¬» ­ ·¨­ ¥¬ ± ­¥ª®²®°®£® ª« ±±  ±®-

¡»²¨©M, ª®²®°»©, ¢®§¬®¦­®, ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ �- «£¥¡°®©. � ¯°¨¬¥°,

¢ ° ±±¬®²°¥­­®¬ ¢»¸¥ ¯°¨¬¥°¥ ½²® ¡»« ª« ±± ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª®¢.

�®²¥«®±¼ ¡» ¤®¯®«­¨²¼ ¥£® ² ª, ·²®¡» ¯®«³·¨²¼ �- «£¥¡°³.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3 . �³±²¼ M - ­¥ª®²®° ¿ ±¨±²¥¬  ¯®¤¬­®¦¥±²¢

¯°®±²° ­±²¢  
. �« ±± A = �(M) ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¯°®±²° ­±²¢ 


 ­ §»¢ ¥²±¿ �- «£¥¡°®©, ¯®°®¦¤¥­­®© ±¨±²¥¬®© M, ¥±«¨

¢»¯®«­¥­» ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢ :

1) M� A ,

2) A - �- «£¥¡°  ,

3) ¥±«¨ A1 - ­¥ª®²®° ¿ �- «£¥¡° , ±®¤¥°¦ ¹ ¿ M, ²® A � A1 .

� ¬¥· ­¨¿. 1. �¢®©±²¢® 3 ®§­ · ¥², ·²® �(M) ¢ ®¯°¥¤¥«¥­­®¬

±¬»±«¥ ± ¬ ¿ ¬ «¥­¼ª ¿ �- «£¥¡° , ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ±¨±²¥¬³M.

2. �®°®¦¤¥­­ ¿ �- «£¥¡°  ¢±¥£¤  ±³¹¥±²¢³¥². �«¿ ¤®ª § ²¥«¼-

±²¢  ­³¦­® ° ±±¬®²°¥²¼ ±¥¬¥©±²¢® ¢±¥µ �- «£¥¡°, ±®¤¥°¦ ¹¨µ M
40



(² ª¨¥ ±³¹¥±²¢³¾²), ®¡° §®¢ ²¼ ¨µ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ¨ ¤®ª § ²¼,·²®

½²® �- «£¥¡°  (¯°®¢¥±²¨ ¯®¤°®¡­®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ± ¬®±²®¿²¥«¼-

­®!).

�°¨¬¥°. �³±²¼ 
 = R1, M - ª« ±± ¢±¥µ ¨­²¥°¢ «®¢. A = �(M)

­ §»¢ ¥²±¿ ¡®°¥«¥¢±ª®© �- «£¥¡°®©,   ½«¥¬¥­²» A ¨§ A ­ §»¢ -

¾²±¿ ¡®°¥«¥¢±ª¨¬¨ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨.

�±«¨ 
 = Rn,   M - ª« ±± ¢±¥µ ®²ª°»²»µ ¸ °®¢ ¢ Rn, ²®

A = �(M) - ¡®°¥«¥¢±ª ¿ �- «£¥¡°  ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¢ Rn. �«¥¬¥­-

²» ½²®© �- «£¥¡°» ­ §»¢ ¾²±¿ ¡®°¥«¥¢±ª¨¬¨ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ -

¬¨ ¢ Rn.

�±«¨ ³ ­ ± ¥±²¼ ¢¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ¢ ±« ¡®¬ ±¬»±-

«¥, ²® ¬» ¬®¦¥¬ ° ±¸¨°¨²¼  «£¥¡°³ ±®¡»²¨© ¤® ¯®°®¦¤¥­­®© �-

 «£¥¡°». �¥¯¥°¼ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®¤®«¦¨²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼ P ­  ½²³

¡®«¥¥ ¸¨°®ª³¾ ±¨±²¥¬³. �²® ¬®¦­® ±¤¥« ²¼ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥,

ª®£¤  P ®¡« ¤ ¥² ®¯°¥¤¥«¥­­»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨.

1.6.3 �¢®©±²¢  ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ¢¥°®¿²­®±²¨

�¥¬¬  1 . �±«¨ (
;A; P ) - ¢¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ¢ ±« -

¡®¬ ±¬»±«¥, ²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢  ¢¥°®¿²­®±²¨ P ½ª¢¨¢ «¥­²-

­»:

1) ¥±«¨ A1; A2; : : : 2 A - ¯®¯ °­® ­¥±®¢¬¥±²­» ¨ A =
1S
k=1

Ak 2 A,
²®

P (
1X
k=1

Ak) =
1X
k=1

P (Ak)

- ±·¥²­ ¿  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨;

2) ¥±«¨ A1; A2; : : : 2 A, A1 � A2 � : : : ¨ A =
1S
k=1

Ak 2 A, ²®

P (Ak)% P (A)

- ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ±­¨§³;

3) ¥±«¨ A1; A2; : : : 2 A, A1 � A2 � : : : ¨ A =
1T
k=1

Ak 2 A, ²®

P (Ak)& P (A)

- ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ±¢¥°µ³,

41



4) ¥±«¨ A1; A2; : : : 2 A, A1 � A2 � : : : ¨ A =
1T
k=1

Ak = ;, ²®

P (Ak)& 0

- ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ±¢¥°µ³ ­  ;.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1. 1 ) 2 .

�³±²¼ A1; A2; : : : 2 A, A1 � A2 � : : : ¨ A =
1S
k=1

Ak 2 A. �¯°¥¤¥-
«¨¬ B1 = A1; B2 = A2 n A1; : : : ; Bk = Ak n Ak�1; : : : : �®¡»²¨¿

B1; B2; : : : - ¯®¯ °­® ­¥±®¢¬¥±²­», Ak = B1+ : : :+Bk ¨ A =
1P
k=1

Bk.

� ±¨«³ ±¢®©±²¢  1

P (Ak) =
nX

k=1

P (Bk)%
1X
k=1

P (Bk) = P (A) :

2. 2 ) 3 .

�³±²¼ A1; A2; : : : 2 A, A1 � A2 � : : : ¨ A =
1T
k=1

Ak 2 A. �¯°¥-
¤¥«¨¬ Bk = Ak 2 A. �®¢ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±®¡»²¨© ®¡« ¤ ¥²

±¢®©±²¢ ¬¨: B1 � B2 � : : : ¨ B =
1S
k=1

Bk =
1S
k=1

Ak =
1T
k=1

Ak = A.

�±µ®¤¿ ¨§ ±¢®©±²¢  2 ¨ ¨±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢  ¢¥°®¿²­®±²¥© ±®¡»²¨©,

¯®«³· ¥¬

1� P (Ak) = P (Ak) = P (Bk)% P (B) = P (A) = 1� P (A) :

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® P (Ak)& P (A).

3. 3 ) 4 . �²  ¨¬¯«¨ª ¶¨¿ ²°¨¢¨ «¼­ , ² ª ª ª ±¢®©±²¢® 4

¥±²¼ · ±²­»© ±«³· © ±¢®©±²¢  3.

4. 4 ) 1 .

�³±²¼ A1; A2; : : : 2 A - ¯®¯ °­® ­¥±®¢¬¥±²­» ¨ A =
1P
k=1

Ak 2 A.
�¡®§­ ·¨¬ Bn = A1+: : : An; Cn =

1P
k=n+1

Ak. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±®-

¡»²¨© Cn ®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢ ¬¨: C1 � C2 � : : : ¨
1T
n=1

Cn = ;. �°®¬¥
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²®£®, A = Bn+Cn. �±¯®«¼§³¿ ª®­¥·­³¾  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨

¨ ±¢®©±²¢® 4, ¯®«³· ¥¬ P (Cn)& 0 ¨, ² ª ª ª Bn \ Cn = ;,

P (A) = P (Bn) + P (Cn) =
nX

k=1

P (Ak) + P (Cn) =
1X
k=1

P (Ak) + 0 :

2

� ª ¬» ®²¬¥· «¨ ¢»¸¥, ­ ¬ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®¤®«¦¨²¼ ¢¥°®¿²-

­®±²¼, § ¤ ­­³¾ ­  ­¥ª®²®°®©  «£¥¡°¥ ±®¡»²¨© A0, ­  �- «£¥¡°³

A = �(A0), ¯®°®¦¤¥­­³¾ ½²®©  «£¥¡°®©. �¥¬¥¶ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª � -

° ²¥®¤®°¨ ¤®ª § «, ·²® ¥±«¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ P ®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢®¬

±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨, ²® ¥¥ ¬®¦­® ¯°®¤®«¦¨²¼ ±  «£¥¡°» A0 ­ 

�- «£¥¡°³ A = �(A0), ¯°¨·¥¬ ¥¤¨­±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬.

�¥®°¥¬  ® ¯°®¤®«¦¥­¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ (� ° ²¥®¤®°¨). �³±²¼

(
;A0; P ) - ¢¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ¢ ±« ¡®¬ ±¬»±«¥ ¨ ¢¥°®-

¿²­®±²¼ P ®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢®¬ ±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨. �®£¤  ±³-

¹¥±²¢³¥² ¥¤¨­±²¢¥­­ ¿ ±·¥²­®- ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ Q ­  A =

�(A0):

P (A) = Q(A) 8A 2 A0 :

�°¨¢¥¤¥­­»¥ ¢»¸¥ ° ±±³¦¤¥­¨¿ ¨ ¯°¨¬¥°» ¯°¨¢®¤¿² ­ ± ª ±«¥-

¤³¾¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥­¨¾.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4 . �¥°®¿²­®±²­»¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬ ­ §»¢ ¥²-

±¿ ²°®©ª  (
;A; P ), £¤¥ 
 - ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ¬­®¦¥±²¢®, A - ­¥ª®-

²®° ¿ �- «£¥¡°  ¥£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢, P - ¢¥¹¥±²¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­ 

A:
1) P (A) � 0; 8A 2 A,
2) P (
),

3) ¥±«¨ A1; A2; : : : - ¯®¯ °­® ­¥±®¢¬¥±²­», ²®

P (
1X
k=1

Ak) =
1X
k=1

P (Ak) :

� ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¯¥°¢»¥ ¡»«® ¯°¥¤«®¦¥­® �.�. �®«¬®£®°®-

¢»¬ ¢ ª­¨£¥ "�±­®¢­»¥ ¯®­¿²¨¿ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©", ®¯³¡«¨ª®-

¢ ­­®© ¢ 1933 £. ­  ­¥¬¥¶ª®¬ ¿§»ª¥ (°³±±ª¨© ¯¥°¥¢®¤ -

1936 £.)
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� ¬¥· ­¨¥. �²¬¥²¨¬, ·²® ¢±¥ ±¢®©±²¢  ®¯¥° ¶¨© ­ ¤ ±®¡»²¨¿¬¨

¨ ±¢®©±²¢  ¢¥°®¿²­®±²¥©, ¤®ª § ­­»¥ ° ­¥¥, ®±² ¾²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨-

¢»¬¨.

�°¨¬¥°». 1. �¨±ª°¥²­®¥ ¢¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®.

�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¯ °³ (
; P ), £¤¥ 
 - ª®­¥·­®¥ ¨«¨ ±·¥²­®¥ ¬­®-

¦¥±²¢®, P - ¢¥¹¥±²¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  
:

1) P (!) � 0; 8! 2 
 ,

2)
P
!2


P (!) = 1 .

�³±²¼ A � �- «£¥¡°  ¢±¥µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¯°®±²° ­±²¢  
,   P

§ ¤ ­  ­  A ¯® ¯° ¢¨«³

P (A) :=
X
!2A

P (!) :

� ¤ · . �®ª § ²¼, ·²® § ¤ ­­ ¿ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¢¥°®¿²­®±²¼ P

­  A ®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢®¬ ±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, (
;A; P ) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ 4.

2. �³±²¼ 
 � Rn - ®£° ­¨·¥­­®¥ ¡®°¥«¥¢±ª®¥ ¬­®¦¥±²¢®, f(x) -

­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ¢¥¹¥±²¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, § ¤ ­­ ¿ ­  
:Z



f(x)dx = 1 :

�³±²¼, ¤ «¥¥, A��- «£¥¡°  ¡®°¥«¥¢±ª¨µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¯°®±²° ­-
±²¢  
,   ¢¥°®¿²­®±²¼ P § ¤ ¥²±¿ ­  A ¯® ¯° ¢¨«³:

P (A) =
Z
A

f(x)dx :

�°®©ª  (
;A; P ) ®¯°¥¤¥«¿¥² ¢¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®.

�±«¨ f(x) � C = const, ²® ¯°¨µ®¤¨¬ ¢­®¢¼ ª £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¬³

®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¨.

1.7 �«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ¨ ¥¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

1.7.1 �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ¨ ¥¥ ° ±¯°¥¤¥«¥-

­¨¿

�® ¬­®£¨µ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ¤ · µ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ± ² ª¨¬¨ ½ª±-

¯¥°¨¬¥­² ¬¨, ¢ ª®²®°»µ ¬» ¨§³· ¥¬ ­¥ª®²®°»¥ ·¨±«®¢»¥ µ ° ª-
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²¥°¨±²¨ª¨. �°¨¢¥¤¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢ ¨§ ²¥µ, ·²® ¢±²°¥· «¨±¼

­ ¬ ° ­¥¥.

�°¨¬¥°». 1. �¨¬¬¥²°¨·­³¾ ¬®­¥²³ ¯®¤¡° ±»¢ ¥¬ ²°¨ ° §  ¨

®²¬¥· ¥¬ ·¨±«® ¢»¯ ¢¸¨µ £¥°¡®¢.

2. �¨¬¬¥²°¨·­³¾ ª®±²¼ ¯®¤¡° ±»¢ ¥¬ ¤¢  ° §  ¨ ®²¬¥· ¥¬

±³¬¬³ ¢»¯ ¢¸¨µ ®·ª®¢.

3. �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ±µ¥¬³ �¥°­³««¨ ± n ¨±¯»² ­¨¿¬¨ ¨ ¯®¤±·¨-

²»¢ ¥¬ ·¨±«® ³±¯¥µ®¢.

�® ¢±¥µ ½²¨µ ¯°¨¬¥° µ ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ½ª±¯¥°¨-

¬¥­²  ¬» ¯®«³· ¥¬ ­¥ª®²®°®¥ ·¨±«®, ª®²®°®¥ ®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥-

«¿¥²±¿ ½«¥¬¥­² °­»¬ ¨±µ®¤®¬. �²® ¯°¨¢®¤¨² ­ ± ª ®¯°¥¤¥«¥­¨¾

±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ª ª ´³­ª¶¨¨ ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ ½«¥¬¥­² °­»µ

¨±µ®¤®¢. �«¥¬¥­² °­»¥ ±®®¡° ¦¥­¨¿, ±¢¿§ ­­»¥ ± °¥¸¥­¨¥¬ ¯° ª-

²¨·¥±ª¨µ § ¤ ·, ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ½²  ´³­ª¶¨¿ ­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°®-

¨§¢®«¼­®©,   ¤®«¦­  ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ®¯°¥¤¥«¥­­»¬ ®£° ­¨·¥­¨¿¬.

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ª ª ®²¬¥· «®±¼ ¢»¸¥, ¢¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²-

¢® ¥±²¼ ²°®©ª  (
;A; P ). � ª ·¥±²¢¥ ±®¡»²¨© ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿

²®«¼ª® ²¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ¯°®±²° ­±²¢  
, ª®²®°»¥ ¯°¨­ ¤«¥¦ ²

� - «£¥¡°¥ A. �®«¼ª® ¨¬ ¬» ¬®¦¥¬ ¯°¨¯¨± ²¼ ­¥ª®²®°³¾ ¢¥°®-

¿²­®±²¼. � ¯° ª²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿ µ®²¥«®±¼ ¡», ·²®¡» ¢±¥

¬­®¦¥±²¢  ¢¨¤  f! : a < �(!) < bg, £¤¥ � - ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ ,

¡»«¨ ±®¡»²¨¿¬¨ ¨ ¨¬ ¬®¦­® ¡»«® ¯°¨¯¨± ²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼. �²®

¯°¨¢®¤¨² ­ ± ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥­¨¾.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1 . �³±²¼ (
;A; P ) - ¢¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²-

¢®,   (R1;B) - ¢¥¹¥±²¢¥­­ ¿ ¯°¿¬ ¿ ± ¢»¤¥«¥­­®© ­  ­¥© ¡®°¥«¥¢-

±ª®© �- «£¥¡°®© ¯®¤¬­®¦¥±²¢. �«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®© ­ §»¢ -

¥²±¿ ´³­ª¶¨¿ � : 
 ! R1, ª®²®° ¿ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²-

¢®¬: 8B 2 B
��1(B) := f! 2 
 : �(!) 2 Bg 2 A : (7.1)

� ª ¿ ´³­ª¶¨¿ � ­ §»¢ ¥²±¿ ¨§¬¥°¨¬®©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±«³-

· ©­»¬¨ ¢¥«¨·¨­ ¬¨ ¬» ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¢¥¹¥±²¢¥­­»¥ ¨§¬¥°¨-

¬»¥ ´³­ª¶¨¨ ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ 
. �«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» ¬» ¡³¤¥¬

®¡®§­ · ²¼ ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬ £°¥·¥±ª¨¬¨ ¡³ª¢ ¬¨ �; �; � ¨ ². ¤.
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� ¬¥· ­¨¥. � ¯° ª²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ¤®±² ²®·­® ¡»«® ¡»

¯®²°¥¡®¢ ²¼ ¢»¯®«­¥­¨¿ ±¢®©±²¢  1 ¤«¿ ¨­²¥°¢ «®¢, ². ¥. ª®£¤ 

B = (a; b). �® ­¥²°³¤­® ¤®ª § ²¼, ·²® ²®£¤  ®­® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«¿

«¾¡»µ ¡®°¥«¥¢±ª¨µ ¬­®¦¥±²¢ (§ ¤ · !).

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2 . � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» � ­ -

§»¢ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¿ P�, § ¤ ­­ ¿ ­  ¡®°¥«¥¢±ª®© �- «£¥¡°¥ B ¯® ¯° -

¢¨«³: 8B 2 B
P�(B) := Pf� 2 Bg : (7.2)

� ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» � ¯®ª §»¢ ¥²,

ª ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¯ ¤ ­¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ¢ ²® ¨«¨ ¨­®¥

¬­®¦¥±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬® ®²¬¥²¨²¼, ·²® ­ ¸  ¬®¤¥«¼ ±«³· ©­®© ¢¥-

«¨·¨­» ª ª ´³­ª¶¨¨ ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ - ½²®

­¥ª®²®° ¿  ¡±²° ª¶¨¿. � °¥ «¼­®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥ ¬» ¯°®¨§¢®¤¨¬

¨§¬¥°¥­¨¥ ¨ ¯®«y· ¥¬ ª®­ª°¥²­®¥ ·¨±«®. �® ¡®«¼¸®¬y ·¨±«y ­¥-

§ ¢¨±¨¬»µ ¨§¬¥°¥­¨© ¬» ¬®¦¥¬ ¢»·¨±«¨²¼ · ±²®²»,   §­ ·¨²,

¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¯®¯ ¤ ­¨¿ ¢ ° §«¨·­»¥ ¬­®¦¥±²¢  ¨ ¡®«¼¸¥ ­¨·¥-

£®. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¡º¥ª²¨¢­®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ±«y· ©­®© ¢¥-

«¨·¨­» ¿¢«¿¥²±¿ ¥¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, ² ª ª ª ²®«¼ª® ¥£® ¬» ¬®¦¥¬

¢®±±² ­®¢¨²¼ ­  ®±­®¢¥ °¥§y«¼² ²®¢ ½ª±¯¥°¨¬¥­² .

H® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«y· ©­®© ¢¥«¨·¨­» - ½²® ¤®¢®«¼­® ±«®¦­»©

®¡º¥ª², ² ª ª ª ­ ¤® § ¤ ²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼ P�(B) ¤«¿ ¢±¥µ ¡®°¥«¥¢-

±ª¨µ ¬­®¦¥±²¢ B 2 B, ª®²®°»µ ¤®±² ²®·­® ¬­®£®. �«¿ ¡®«¥¥ ª®¬-

¯ ª²­®£® ®¯¨± ­¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¢®¤¨²±¿ ¯®­¿²¨¥ ´y­ª¶¨¨ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3 . �y­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F�(x) ±«y· ©­®© ¢¥-

«¨·¨­» � ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯® ¯° ¢¨«y: 8x 2 R1

F�(x) = P (� < x): (7.3)

�±¯®«¼§y¿ ±¢®©±²¢  ¢¥°®¿²­®±²¥© ±®¡»²¨©, ­¥²°y¤­® ¤®ª § ²¼

±«¥¤y¾¹¥¥

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 1 . �±«¨ F�(x)- ´y­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«y· ©­®©

¢¥«¨·¨­» �, ²®
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1) 8x 2 R1; 0 � F�(x) � 1;

2) ¥±«¨ x1 � x2; ²® F�(x1) � F�(x2),

3) F�(x) - ­¥¯°¥°»¢­  ±«¥¢ ,

4) lim
x!�1

F�(x) = 0; lim
x!1

F�(x) = 1:

5) P (a � � < b) = F�(b) � F�(a).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¢®©±²¢® 1 ±«¥¤y¥² ¨§ ±¢®©±²¢ ¢¥°®¿²­®±²¥©

±®¡»²¨©. �¯°¥¤¥«¨¬ ±®¡»²¨¥ A(x) := (� < x). �±«¨ x1 � x2, ²®

A(x1) � A(x2) ¨

F�(x1) = P (A(x1)) � P (A(x2)) = F�(x2):

�y±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fxng ¬®­®²®­­® ¢®§° ±² ¥² ¨ limn xn =

x. �®£¤  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±®¡»²¨© fA(xn)g ² ª¦¥ ¬®­®²®­­®

¢®§° ±² ¥² ¨
1S
n=1

A(xn) = A(x). �±¯®«¼§y¿ ±¢®©±²¢  ­¥¯°¥°»¢­®±-

²¨ ¢¥°®¿²­®±²¨, ¯®«y· ¥¬

F�(xn) = P (A(xn))! P (A(x)) = F�(x):

�­ «®£¨·­® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ±¢®©±²¢® 4.

H¥²°y¤­® § ¬¥²¨²¼, ·²®

(a � � < b) = (� < b) � (� < a):

�®£¤ 

P (a � � < b) = P (� < b)� P (� < a) = F�(b) � F�(a):

� ¬¥· ­¨¥. �­ ¿ ´y­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F�(x) ±«y· ©­®© ¢¥«¨-

·¨­» �, ¬» ¬®¦¥¬ ¢®±±² ­®¢¨²¼ ¨ ¢±¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥. H ¬¥²¨¬

±µ¥¬y ¤®ª § ²¥«¼±²¢ .

1. �«¿ ¨­²¥°¢ «®¢ ¢¨¤  [a; b) ¢¥°®¿²­®±²¼ ­ µ®¤¨²±¿ ¨§ ±¢®©±²¢ 

5 ´y­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

2. �±«¨ ¡®°¥«¥¢±ª®¥ ¬­®¦¥±²¢® B ¥±²¼ ±y¬¬  ª®­¥·­®£® ¨«¨

±·¥²­®£® ·¨±«  ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¨­²¥°¢ «®¢, ²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®-

¯ ¤ ­¨¿ ¢ ² ª®¥ ¬­®¦¥±²¢® ° ¢­  ±y¬¬¥ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¯®¯ ¤ ­¨¿

¢ ±®±² ¢«¿¾¹¨¥ ¥£® ¨­²¥°¢ «».
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3. �°®¨§¢®«¼­®¥ ¡®°¥«¥¢±ª®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¬®¦­®  ¯¯°®ª±¨¬¨°®-

¢ ²¼ (¢ ®¯°¥¤¥«¥­­®¬ ±¬»±«¥) ¬­®¦¥±²¢ ¬¨ ¨§ ¯y­ª²  2 ² ª, ·²®

¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¯ ¤ ­¨¿ ¢ ½²® ¡®°¥«¥¢±ª®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥-

¤¥«®¬ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¯®¯ ¤ ­¨¿ ¢  ¯¯°®ª±¨¬¨°y¾¹¨¥ ¬­®¦¥±²¢ 

(¯°¨¬¥° - ¯«®¹ ¤¼ ª°y£ ).

1.7.2 �« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©

.

� °¥ «¼­»µ § ¤ · µ ­ ¬ °¥¤ª® ¯°¨µ®¤¨²±¿ ° ¡®² ²¼ ± ° ±¯°¥-

¤¥«¥­¨¿¬¨ ®¡¹¥£® ²¨¯ . � ¹¥ ¢±¥£® ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ± ² ª ­ §»¢ ¥-

¬»¬¨ ¤¨±ª°¥²­»¬¨ ¨  ¡±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­»¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿¬¨

¨ ¨µ ±¬¥±¿¬¨. H¨¦¥ ¬» ¯°¨¢®¤¨¬ ±®®²¢¥²±²¢y¾¹¨¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿

¨ ¯°¨¬¥°».

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4 . �«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ¤¨±ª°¥²­®¥ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¥, ¥±«¨ ±y¹¥±²¢y¥² ² ª®¥ ª®­¥·­®¥ ¨«¨ ±·¥²­®¥ ¬­®-

¦¥±²¢® X = fx1; x2; : : :g, ·²® P (� 2 X). �¨±«  x1; x2; : : : ­ §»-

¢ ¾²±¿ §­ ·¥­¨¿¬¨ ±«y· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �,   pk = P (� = xk) -

¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ ½²¨µ §­ ·¥­¨©.

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 2 . �y±²¼ ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ¤¨±ª°¥²-

­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¬­®¦¥±²¢®¬ §­ ·¥­¨© X = fx1; x2; : : :g ¨ ¢¥-

°®¿²­®±²¿¬¨ ½²¨µ §­ ·¥­¨© fpkg. �®£¤ 
1. pk � 0:

2.
P
k
pk = 1:

3. 8B 2 B; P�(B) =
P

xk2B
pk:

� · ±²­®±²¨,

4. 8x 2 R1; F�(x) =
P

xk<x
pk:

�¡° ²­®

5. 8xn 2 X; pn = P (� = xn) = F�(xn + 0)� F�(xn):

6. P (a < � < b) =
P

a<xk<b
pk:

� ¤ ·  1 �®ª § ²¼ ¯°¥¤«®¦¥­¨¥ 2.
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�§ ±¢®©±²¢  3 ¬» ¢¨¤¨¬, ·²®, §­ ¿ ¬­®¦¥±²¢® §­ ·¥­¨© X ¨

¢¥°®¿²­®±²¨ fpkg ¢±¥µ ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨©, ¬®¦­® ¢®±±² ­®¢¨²¼

¨ ¢±¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ P�. �®½²®¬y ¯ °y (X; fpkg) ­ §»¢ ¾² ° ±¯°¥-
¤¥«¥­¨¥¬ ¤¨±ª°¥²­®© ±«y· ©­®© ¢¥«¨·¨­» (·²®, ±²°®£® £®¢®°¿, ­¥

±®¢±¥¬ ¢¥°­®) ¨ § ¯¨±»¢ ¾² ¥¥ ¢ ¢¨¤¥ ² ¡«¨¶» ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

x x1 x2 : : : xn : : :

p p1 p2 : : : pn : : :

�°¨¬¥° 1 . �¨¬¬¥²°¨·­y¾ ¬®­¥²y ¯®¤¡° ±»¢ ¾² ²°¨ ° § , ±«y-

· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¥±²¼ ·¨±«® ¢»¯ ¢¸¨µ £¥°¡®¢. �²® ¤¨±ª°¥²­ ¿

¢¥«¨·¨­  ± ² ¡«¨¶¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

x 0 1 2 3

p 1/8 3/8 3/8 1/8

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5 . � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«y· ©­®© ¢¥«¨·¨­» � ­ §»¢ ¥²-

±¿  ¡±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­»¬, ¥±«¨ ±y¹¥±²¢y¥² ² ª ¿ ¢¥¹¥±²-

¢¥­­ ¿ ´y­ª¶¨¿ ��(x), ·²® 8B 2 B

P�(B) = P (� 2 B) =
Z
B
��(x)dx: (7.4)

�y­ª¶¨¿ ��(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ¯«®²­®±²¼¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«y-

· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �.

� ¤ «¼­¥©¸¥¬  ¡±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¡y¤y² ­ -

§»¢ ²¼±¿ ¯°®±²® ­¥¯°¥°»¢­»¬¨.

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 3 . �y±²¼ ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥²  ¡±®«¾²-

­® ­¥¯°¥°»¢­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯«®²­®±²¼¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ��(x).

�®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢» ±«¥¤y¾¹¨¥ ±¢®©±²¢ .

1. 8x 2 R1; ��(x) � 0:

2.
1R
�1

��(x)dx = 1:

3. 8B 2 B; P�(B) = P (� 2 B) =
R
B
��(x)dx:

� · ±²­®±²¨,

4. 8x 2 R1; F�(x) =
xR
�1

��(y)dy:
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5. P (a � � < b) = F�(b) � F�(a) =
bR
a
��(x)dx:

�¡° ²­®

6. 8x 2 R1; £¤¥ ��(x) ­¥¯°¥°»¢­  ��(x) =
d
dx
F�(x):

7. 8x 2 R1 P (� = x) = 0:

� ¤ ·  2 . �®ª § ²¼ ¯°¥¤«®¦¥­¨¥ 3.

�¢®©±²¢  1 ¨ 2 ¿¢«¿¾²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¯«®²-

­®±²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �¾¡ ¿ ´y­ª¶¨¿ �(x), ®¡« ¤ ¾¹ ¿ ±¢®©±²¢ -

¬¨ 1 ¨ 2, ¿¢«¿¥²±¿ ¯«®²­®±²¼¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­¥ª®²®°®© ±«y· ©-

­®© ¢¥«¨·¨­» �. �§ ±¢®©±²¢  3 ¬» ¢¨¤¨¬, ·²®, §­ ¿ ¯«®²­®±²¼

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ¬» ¬®¦¥¬ ¢®±±² ­®¢¨²¼ ¨ ¢±¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥.

�°¨¬¥° 2 . �§ ®²°¥§ª  [0; 1] ±«y· ©­»¬ ®¡° §®¬ ¢»¡¨° ¾² ²®·ª³,

�-ª®®°¤¨­ ²  ¢»¡° ­­®© ²®·ª¨.

�±¯®«¼§y¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨, ¯®«y· ¥¬

F� =

8>>><
>>>:
0 ; x � 0;

x ; 0 < x � 1;

1 ; x > 1;

¨

��(x) =

8<
: 1 ; x 2 [0; 1];

0 ; x =2 [0; 1]:

�²® ° ¢­®¬¥°­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ®²°¥§ª¥ [0; 1].

�°®¬¥ ¤¨±ª°¥²­»µ ¨  ¡±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­»µ, ±y¹¥±²¢y¾² ¥¹¥

² ª ­ §»¢ ¥¬»¥ ±¨­£y«¿°­»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. � ­ ¸¥¬ ªy°±¥ ¬»

­¥ ¡y¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ² ª®£® ²¨¯ .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6 . �y±²¼ X = fx1; x2; � � �g - ª®­¥·­®¥ ¨«¨ ±·¥²­®¥

¬­®¦¥±²¢®, fpkg - ­¥ª®²®°»© ­ ¡®° ¯®«®¦¨²¥«¼­»µ ·¨±¥«,   ��(x)
- ­¥ª®²®° ¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ´y­ª¶¨¿. � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«y· ©­®©

¢¥«¨·¨­» ­ §»¢ ¥²±¿ ±¬¥¸ ­­»¬, ¥±«¨

P�(B) = P (� 2 B) :=
X

xk2B

pk +
Z
B

��(x)dx:
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(X; fpkg) ­ §»¢ ¥²±¿ ¤¨±ª°¥²­®© ª®¬¯®­¥­²®©,   ¯«®²­®±²¼

��(x) - ­¥¯°¥°»¢­®© ª®¬¯®­¥­²®© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±.¢. �. �¨±« 

�d :=
X
k

pk; �c :=
1Z
�1

��(x)dx

­ §»¢ ¾²±¿ ¢¥± ¬¨ ±®®²¢¥²±²¢y¾¹¨µ ª®¬¯®­¥­². �±­®, ·²® �d; �c �
0; �d + �c = 1. �±«¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±®¤¥°¦¨² ²®«¼ª® ®¤­y ª®¬¯®-

­¥­²y, ²® ®­® ­ §»¢ ¥²±¿ ·¨±²»¬.

�°¨¬¥° 3 . �§ ®²°¥§ª  [0; 1] ±«y· ©­»¬ ®¡° §®¬ ¢»¡¨° ¥¬ ²®·ªy

!.

� =

8>>><
>>>:

0 ; ! < 1=4;

! � 1=4 ; 1=4 � ! < 3=4;

1=2 ; ! � 3=4:

� ª®£® ²¨¯  ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ · ±²® ¯°¨¬¥­¿¾²±¿ ¢ ²¥®°¨¨ ±²° -

µ®¢ ­¨¿. �«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ¤¢¥ ¤¨±ª°¥²­»¥ ²®·ª¨ x1 =

0 ¨ x2 = 1=2 ± ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ p1 = P (� = 0) = 1=4; p2 = P (� =

1=2) = 1=4 ¨ ° ¢­®¬¥°­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ®²°¥§ª¥ [1/4,3/4], ².¥.

��(x) = 1 ¯°¨ x 2 [1=4; 3=4]. �¥±  ª®¬¯®­¥­² ° ¢­» �d = 1=2 ¨

�c = 1=2.

1.7.3 �°¨¬¥°» ±² ­¤ °²­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©

� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢ ¤¨±ª°¥²­»µ

¨ ­¥¯°¥°»¢­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©, ª®²®°»¥ ¯°¨¬¥­¿¾²±¿ ª ª ¯°¨ ¨±-

±«¥¤®¢ ­¨¨ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨µ ¢®¯°®±®¢, ² ª ¨ ¯°¨ °¥¸¥­¨¨ ¯° ª²¨-

·¥±ª¨µ § ¤ ·.

1. �«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ¢»°®¦¤¥­­®¥ ¢ ²®·ª¥ x ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¥, ¥±«¨ P (� = x) = 1.

� ª²¨·¥±ª¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ­¥ ±«y· ©­y¾ ¢¥«¨·¨­y,   ª®­±² ­²y.

2. �«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ­ §»¢ ¥²±¿ ¨­¤¨ª ²®°®¬ ±®¡»²¨¿

A, ¥±«¨

� = (!) = IA(!) =

8<
: 1 ; ! 2 A;

0 ; ! =2 A:
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�²® ¤¨±ª°¥²­ ¿ ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ± ¬­®¦¥±²¢®¬ §­ ·¥­¨© X =

f0; 1g ¨ ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ §­ ·¥­¨© p = P (� = 1) ¨ q = 1� p =

P (� = 0). �¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ �¥°­y«-

«¨ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ p. �¡®§­ ·¥­¨¥: � 2 Bi(1; p).

�­¤¨ª ²®° ±®¡»²¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¢ ­¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥ "½«¥¬¥­² °-

­»¬ ª¨°¯¨·¨ª®¬" ¯°¨ ¯®±²°®¥­¨¨ ¯°®¨§¢®«¼­»µ ¤¨±ª°¥²­»µ ±«y-

· ©­»µ ¢¥«¨·¨­.

� ¤ ·  3 . �y±²¼ � ¥±²¼ ¤¨±ª°¥²­ ¿ ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ± ¬­®-

¦¥±²¢®¬ §­ ·¥­¨© X = fx1; x2; � � �g ¨ ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ §­ ·¥­¨©

pk = P (� = xk). �¡®§­ ·¨¬ Ak = (� = xk). �®£¤ 

1) AiAj = ;; i 6= j;

2) A1 +A2 + � � � = 
;

3) �(!) =
P
k
xkIAk

(!):

3. �¨±ª°¥²­ ¿ ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ¡¨­®¬¨­ «¼­®¥

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ n ¨ p, ¥±«¨ X = f0; 1; � � � ; ng ¨
P (� = m) = Cm

n p
m(1� p)n�m:

� ½²®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ � 2 Bi(n; p). �¤¥±¼ n - ¶¥«®¥ ·¨±«®,

n � 1; 0 < p < 1. �²  ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ¥±²¼ ·¨±«® y±¯¥µ®¢ ¢ n

­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨¿µ ±µ¥¬» �¥°­y««¨. � ª¨¥ ¢¥«¨·¨­» · ±²®

¯®¿¢«¿¾²±¿ ¢ ²¥®°¨¨ ±²° µ®¢ ­¨¿, ±®¶¨®«®£¨¨, ½ª®­®¬¨ª¥, ´¨§¨ª¥

¨ ¤°³£¨µ ­ yª µ.

4. �¨±ª°¥²­ ¿ ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ p, ¥±«¨ X = f0; 1; 2; : : :g ¨
P (� = m) = p(1� p)m; m = 0; 1; : : : :

�¤¥±¼ 0 < p < 1. �²  ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ° ¢­  ·¨±«y ¨±¯»² -

­¨© ¢ ±µ¥¬¥ �¥°­y««¨, ¯°¥¤¸¥±²¢y¾¹¨µ ¯®¿¢«¥­¨¾ ¯¥°¢®£® y±¯¥-

µ .

5. �¨±ª°¥²­ ¿ ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ®²°¨¶ ²¥«¼­®¥ ¡¨-

­®¬¨­ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ r ¨ p, r � 1-¶¥«®¥,

0 < p < 1, ¥±«¨ X = f0; 1; 2; : : :g ¨
P (� = m) = Cr�1

m pr(1� p)m�r+1:
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�°¨ r = 1 ¯®«y· ¥¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥. �²¨ ±«y· ©-

­»¥ ¢¥«¨·¨­» ° ¢­» ·¨±«y ¨±¯»² ­¨© ¢ ±µ¥¬¥ �¥°­y««¨, ¯°¥¤-

¸¥±²¢y¾¹¨µ ¯®¿¢«¥­¨¾ r-£® y±¯¥µ . �²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ · ±²® ¨±-

¯®«¼§y¥²±¿ ¢ ²¥®°¨¨ ±²° µ®¢ ­¨¿ ¯°¨ ®¯¨± ­¨¨ ·¨±«  ¨±ª®¢, ¯®±²y-

¯¨¢¸¨µ ¢ ±²° µ®¢y¾ ª®¬¯ ­¨¾ §  ®¯°¥¤¥«¥­­»© ¯°®¬¥¦y²®ª ¢°¥-

¬¥­¨.

6. �¨±ª°¥²­ ¿ ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �y ±-

±®­  ± ¯ ° ¬¥²°®¬ �, ¥±«¨ X = f0; 1; 2; : : :g ¨

P (� = m) =
�m

m!
e��; m = 0; 1; : : : :

�®¿¢«¿¥²±¿ ª ª ¯°¥¤¥«¼­»© ±«y· © ¤«¿ ¡¨­®¬¨­ «¼­®£® ° ±¯°¥-

¤¥«¥­¨¿, ¥±«¨ p! 0; n!1; np = �. � ±²® ¨±¯®«¼§y¥²±¿ ¢ ²¥®°¨¨

±²° µ®¢ ­¨¿, ²¥®°¨¨ ¬ ±±®¢®£® ®¡±«³¦¨¢ ­¨¿, ²¥®°¨¨ ­ ¤¥¦­®±²¨

¨ ¤°y£¨µ ¯°¨ª« ¤­»µ ° §¤¥« µ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �¯¨±»¢ ¥²,

ª ª ¯° ¢¨«®, ·¨±«® ¨±ª®¢, § ¿¢®ª, ®²ª §®¢, ¯®±²y¯¨¢¸¨µ §  ®¯°¥-

¤¥«¥­­»© ¯°®¬¥¦y²®ª ¢°¥¬¥­¨.

7. �«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ° ¢­®¬¥°­®¥ ­  ®²°¥§ª¥ [a; b]

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, ¥±«¨ y ­¥¥ ±y¹¥±²¢y¥² ¯«®²­®±²¼

��(x) =

8<
:

1
b�a

; x 2 (a; b) ;

0 ; x =2 (a; b) :

�²  ¬®¤¥«¼ · ±²® ¨±¯®«¼§y¥²±¿ ¤«¿ ®¯¨± ­¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«y-

· ©­®£® ¬®¬¥­²  ¢°¥¬¥­¨, ¥±«¨ ¨§¢¥±²­®, ·²® ®­ ¬¥­¿¥²±¿ ¢ ®£° -

­¨·¥­­®¬ ¨­²¥°¢ «¥.

8. �«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ¯®ª § ²¥«¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥-

­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ �, ¥±«¨ ®­  ®¡« ¤ ¥² ¯«®²­®±²¼¾

��(x) =

8<
: �e��x ; x > 0;

0 ; x � 0:

�²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®¡« ¤ ¥² ¶¥«»¬ °¿¤®¬ § ¬¥· ²¥«¼­»µ ±¢®©±²¢

¨ · ±²® ¨±¯®«¼§y¥²±¿ ¯°¨ ®¯¨± ­¨¨ ¢°¥¬¥­¨ ¬¥¦¤y ¯®±²y¯«¥­¨¿-

¬¨ ¤¢yµ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­»µ § ¿¢®ª, ¨±ª®¢, ®²ª §®¢ ¨ ².¯.
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9. �«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² £ ¬¬ -° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° -

¬¥²° ¬¨ (�; �), ¥±«¨ ®­® ®¡« ¤ ¥² ¯«®²­®±²¼¾

��(x) =

8<
:

��

�(�)
x��1e��x ; x > 0;

0 ; x � 0;

£¤¥

�(�) =
1Z
0

x��1e�xdx

¥±²¼ £ ¬¬ -´y­ª¶¨¿ �©«¥° . H ¯®¬­¨¬, ·²® £ ¬¬ -´y­ª¶¨¿ ®¡« -

¤ ¥² ±«¥¤y¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:

1) �(� + 1) = ��(�),

2) �(1=2) =
p
�; �(1) = 1;

3) �(n+ 1) = n! .

�²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­ µ®¤¨² ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ¢ ²¥®°¨¨ ¬ ±±®¢®£® ®¡-

±«y¦¨¢ ­¨¿, ²¥®°¨¨ ­ ¤¥¦­®±²¨, ²¥®°¨¨ ±²° µ®¢ ­¨¿ ¨ °¨±ª  ¨

¤°y£¨µ ¯°¨ª« ¤­»µ ° §¤¥« µ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �°¨ � = 1; � =

� ¯®«y· ¥¬ ¯®ª § ²¥«¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ �.

10. �«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ­®°¬ «¼­®¥ (£ ³±±®¢±ª®¥)

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (a; �2); a 2 R1; �2 > 0, ¥±«¨ ®­®

®¡« ¤ ¥² ¯«®²­®±²¼¾

��(x) =
1p
2��2

e�
(x�a)2

2�2 ; x 2 R1:

�» ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ®¡®§­ ·¥­¨¥ � 2 N(a; �2).

�±«¨ a = 0; �2 = 1, ²® ¬» ¨¬¥¥¬ ±² ­¤ °²­®¥ ­®°¬ «¼­®¥

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥. � ½²®¬ ±«y· ¥

��(x) = '(x) =
1p
2�

e�
1
2
x2; x 2 R1:

�y­ª¶¨¿

F�(x) = �(x) =
xZ

�1

'(y)dy
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¥±²¼ ´y­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±² ­¤ °²­®£® ­®°¬ «¼­®£® § ª®-

­ . � ±²® ¨±¯®«¼§y¥²±¿ ¤°y£ ¿ ´y­ª¶¨¿

�0(x) =
xZ
0

'(y)dy;

ª®²®° ¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ´y­ª¶¨¥© � ¯« ±  ¨«¨ ¨­²¥£° «®¬ ¢¥°®-

¿²­®±²¥©. �¯° ¢¥¤«¨¢» ±«¥¤y¾¹¨¥ ±®®²­®¸¥­¨¿:

1) �(x) = �0(x) + 1=2;

2) �0(+1) = 1=2;

3) �0(�x) = ��0(x):

�«¿ ´y­ª¶¨© '(x); �(x) ¨ �0(x) ±®±² ¢«¥­» ¯®¤°®¡­»¥ ² ¡«¨¶»

(±¬®²°¨, ­ ¯°¨¬¥°, �®«¼¸¥¢ �.H., �¬¨°­®¢ H.�. "� ¡«¨¶» ¬ ²¥-

¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨"). H¨¦¥ ¡y¤¥² ¯®ª § ­®: ¥±«¨ � 2 N(a; �2),

²® ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ 

�0 =
� � a

�
¨¬¥¥² ±² ­¤ °²­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, §­ ¿

�(x) ¨«¨ �0(x), ¬» ¬®¦¥¬ ¢»·¨±«¿²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¤«¿ ±«y· ©­»µ

¢¥«¨·¨­ ± ¯°®¨§¢®«¼­»¬ ­®°¬ «¼­»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬. H ¯°¨¬¥°,

P (j� � aj � 3�) = �(3)� �(�3) = 2�0(3) � 0:9973;

². ¥. ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¤®±²®¢¥°­®, ·²® ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ®²ª«®­¿-

¥²±¿ ®² ²®·ª¨ a ­  ° ±±²®¿­¨¥ ­¥ ¡®«¥¥ 3�. �²®² °¥§y«¼² ² · ±²®

¯°¨¬¥­¿¥²±¿ ­  ¯° ª²¨ª¥ ¨ ­®±¨² ­ §¢ ­¨¥ "¯° ¢¨«® ²°¥µ �".

1.7.4 �y­ª¶¨®­ «¼­»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ±«y· ©­®© ¢¥«¨-

·¨­».

�¤­®© ¨§ ­ ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­»µ ¯°¨ª« ¤­»µ § ¤ ·, ±¢¿§ ­­»µ ±®

±«y· ©­»¬¨ ¢¥«¨·¨­ ¬¨, ¿¢«¿¥²±¿ § ¤ ·  ­ µ®¦¤¥­¨¿ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¿ ´y­ª¶¨¨ ®² ±«y· ©­®© ¢¥«¨·¨­». �°¨ ½²®¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ´y­ª-

¶¨®­ «¼­®£® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ­y¦­® ¡° ²¼ ² ª®¥, ·²®¡» ¬» ¯®«y-

·¨«¨ ¢­®¢¼ ±«y· ©­y¾ ¢¥«¨·¨­y.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7 . �y­ª¶¨¿ g : R1 ! R1 ­ §»¢ ¥²±¿ ¡®°¥«¥¢-

±ª®©, ¥±«¨ 8B 2 B ¬­®¦¥±²¢®

g�1(B) := fx 2 R1 : g(x) 2 Bg
55



² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¡®°¥«¥¢±ª¨¬.

�±«¨ � : 
 ! R1 ¥±²¼ ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ ,   g : R1 ! R1 -

¡®°¥«¥¢±ª ¿ ´y­ª¶¨¿, ²® � = f(�) ² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±«y· ©­®© ¢¥-

«¨·¨­®©. �¥©±²¢¨²¥«¼­®,



�! R1 g! R1 :

�®£¤  ��1(B) = ��1(g�1(B)) ¿¢«¿¥²±¿ ±«y· ©­»¬ ±®¡»²¨¥¬ ¤«¿

«¾¡®£® B 2 B.
H ©¤¥¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±.¢. �. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾

P�(B) = P (� 2 B) = P (g(�) 2 B) = P (� 2 g�1(B)) = P�(g
�1(B))

². ¥.

P�(B) = P�(g
�1(B)) :

�®ª ¦¥¬, ª ª ½²® ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ²¥°¬¨­ µ ´y­ª¶¨© ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¿. � ®¡¹¥¬ ±«y· ¥ ½²® ±¤¥« ²¼ ­¥ y¤ ¥²±¿, ­® ¢ ­¥ª®-

²®°»µ ±¯¥¶¨ «¼­»µ ±«y· ¿µ ¬®¦­® ¯®«y·¨²¼ y¤®¢«¥²¢®°¨²¥«¼­»¥

°¥§y«¼² ²».

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 4 . �y±²¼ y = g(x) - ±²°®£® ¬®­®²®­­ ¿ ´y­ª¶¨¿.

�®£¤  ¤«¿ � = g(�) ¬» ¨¬¥¥¬

F�(y) = F�(g
�1(y)) ;

¥±«¨ g(x) ±²°®£® ¢®§° ±² ¥², ¨

F�(y) = 1� F�(g
�1(y) + 0) ;

¥±«¨ g(x) ±²°®£® y¡»¢ ¥².

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬ °¥§y«¼² ² ¤«¿ ±«y· ¿ ±²°®£® ¢®§-

° ±² ¾¹¥© ´y­ª¶¨¨ g(x). �²®°®© ±«y· © ¤®ª §»¢ ¥²±¿  ­ «®£¨·-

­®. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ´y­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

F�(y) = P (� < y) = P (g(�) < y) = P (� < g�1(y)) = F�(g
�1(y)) :
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�°¨¬¥°». 1. y = g(x) = �x+a; � > 0; a 2 R1. �®£¤  ¤«¿ � = ��+a

¯®«y· ¥¬

F�(y) = P (�� + a < y) = P

 
� <

y � a

�

!
= F�

 
y � a

�

!
:

� · ±²­®±²¨, ¥±«¨ � ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ ��(x), ²® ±y¹¥±²¢y¥²

��(y) =
d

dy
F�(y) =

d

dy
F�

 
y � a

�

!
=

1

�
��

 
y � a

�

!
:

2. �±«¨ � 2 N(0; 1), ²® � = �� + a 2 N(a; �2) .

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¯®¤°®¡­¥¥ ±«y· ¨ ¤¨±ª°¥²­®£® ¨  ¡±®«¾²­®

­¥¯°¥°»¢­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©.

�±«¨ � ¨¬¥¥² ¤¨±ª°¥²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¬­®¦¥±²¢®¬ §­ ·¥-

­¨© x = fx1; x2; : : :g ¨ ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ ¯®¿¢«¥­¨¿ §­ ·¥­¨© pn =

P (� = xn), ²® ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ² ª¦¥ ¡y¤¥² ¨¬¥²¼ ¤¨±ª°¥²-

­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¬­®¦¥±²¢®¬ §­ ·¥­¨© Y = fy1; y2; : : :g, £¤¥
yk = g(xm) ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® xm, ¨ ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ §­ ·¥­¨©

qk = P (� = yk) =
X

xn:q(xn)=yk

pn :

�°¨¬¥°. �«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ¤¨±ª°¥²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

±«¥¤y¾¹¥£® ¢¨¤ :

x -2 -1 0 1 2

p 0.3 0.1 0.1 0.3 0.2

�®£¤  ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � = �2 ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨±ª°¥²­®© ¨ ¯°¨­¨-

¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ 0,1 ¨ 4 ± ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨

P (� = 0) = P (� = 0) = 0:1 ;

P (� = 1) = P (� = �1) + P (� = 1) = 0:4 ;

P (� = 4) = P (� = �2) + P (� = 2) = 0:5 :

�±«¨ � ¨¬¥¥² ­¥¯°¥°»¢­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯«®²­®±²¼¾ ��(x), ²®

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«y· ©­®© ¢¥«¨·¨­» � = g(�) ¬®¦¥² ¨ ­¥ ¿¢«¿²¼±¿

­¥¯°¥°»¢­»¬. �®«¥¥ ²®£®, ®­® ¬®¦¥² ¡»²¼ ¤ ¦¥ ¤¨±ª°¥²­»¬.
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�°¨¬¥°. � ¨¬¥¥² ° ¢­®¬¥°­®¥ ­  [0; 1] ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥,

g(x) =

8<
: 0 ; x 2 [0; 0:5] ;

1 ; x 2 [0:5; 1] :

�«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � = g(�) ¯°¨­¨¬ ¥² ¤¢  §­ ·¥­¨¿ 0 ¨ 1 ±

° ¢­»¬¨ ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ 1/2.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ­  ´y­ª¶¨¾ g(x) ­¥®¡µ®¤¨¬® ­ «®¦¨²¼ ­¥ª®²®-

°»¥ ¤®¯®«­¨²¥«¼­»¥ ®£° ­¨·¥­¨¿. �¤¨­ · ±²­»©, ­® ¯° ª²¨·¥±ª¨

¢ ¦­»© ±«y· © ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¢ ±«¥¤y¾¹¥© ²¥®°¥¬¥.

�¥®°¥¬  1 . �y±²¼ ±.¢. � ¨¬¥¥² ­¥¯°¥°»¢­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯«®²-

­®±²¼¾ ��(x); y = g(x) - ±²°®£® ¬®­®²®­­ ¿ ¤¨´´¥°¥­¶¨°y¥¬ ¿

´y­ª¶¨¿. �®£¤  ±.¢. � = g(�) ² ª¦¥ ¨¬¥¥² ­¥¯°¥°»¢­®¥ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¥ ¨ ¥¥ ¯«®²­®±²¼ ¨¬¥¥² ¢¨¤

��(y) = ��(g
�1(y))

�����
d

dx
g(x)x=g�1(y)

�����
�1

:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°®¢¥¤¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¤«¿ ±«y· ¿, ª®£¤ 

y = g(x) ±²°®£® ¢®§° ±² ¥². �y±²¼ y 2 R1 ² ª ¿ ²®·ª , ·²®

0 < P (� < y) < 1. �®£¤ 

F�(y) = P (� < y) = P (g(�) < y) = P (� < g�1(y)) = F�(g
�1(y)) :

�±¯®«¼§y¿ ¯° ¢¨«  ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ ±«®¦­®© ¨ ®¡° ²­®© ´y­ª-

¶¨©, ¯®«y· ¥¬

��(y) =
d

dy
F�(y) = ��(g

�1(y))

 
d

dx
g(g�1(y))

!�1
:

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¤«¿ ±²°®£® y¡»¢ ¾¹¥© ´y­ª¶¨¨  ­ «®£¨·­®.

�­ «®£¨·­y¾ ²¥®°¥¬y ¬®¦­® ±´®°¬y«¨°®¢ ²¼ ¨ ¤«¿ ±«y· ¿ ­¥-

¬®­®²®­­»µ ´y­ª¶¨© y = g(x). H® ² ª®£® °®¤  °¥§y«¼² ² °¥¤ª®

¨±¯®«¼§y¥²±¿ ¢ °¥ «¼­»µ § ¤ · µ. �¡»·­® «¥£·¥ ¯°®¢¥±²¨ § ­®¢®

¢±¥ ° ±·¥²» ¢ ª ¦¤®¬ ª®­ª°¥²­®¬ ±«y· ¥.

�°¨¬¥°. �.¢. � 2 N(0; 1), ­ ©²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±.¢.� = �2.
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H®¢ ¿ ±«y· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � = �2 ¯°¨­¨¬ ¥² ²®«¼ª® ¯®«®¦¨-

²¥«¼­»¥ §­ ·¥­¨¿. �y±²¼ y > 0.

F� = P (� < y) = P (�2 < y) = P (j�j < py)

= P (�py < � <
p
y)F�(

p
y)� F�(�py):

��(y) =
d

dy
F�(y) = ��(

p
y)

1

2
p
y
+ �(�py) 1

2
p
y

=

=
1p
2�

e�
1
2
y 1

2
p
y
+

1p
2�

e�
1
2
y 1

2
p
y
=

1p
2�

y�
1
2e�

1
2
y :

1.8 �«³· ©­»© ¢¥ª²®°

1.8.1 � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®° 

�® ¬­®£¨µ °¥ «¼­»µ § ¤ · µ ¬» ¨¬¥¥¬ ­¥ ®¤­³,   ­¥±ª®«¼ª®

±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¢ ®¤­®¬ ¨ ²®¬ ¦¥ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥. �­®£¤  ¨µ

³¤®¡­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¥¤¨­»© ®¡º¥ª². �²® ¯°¨¢®¤¨² ­ ± ª ±«¥-

¤³¾¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥­¨¾.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1 . n-¬¥°­»¬ ±«³· ©­»¬ ¢¥ª²®°®¬ ­ §»¢ ¥²±¿ ­ -

¡®° � = (�1; : : : ; �n) ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, § ¤ ­­»µ ­  ®¤­®¬ ¨ ²®¬

¦¥ ¢¥°®¿²­®±²­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ (
;A; P ).
� ª²¨·¥±ª¨ ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° � ¥±²¼ ®²®¡° ¦¥­¨¥ � : 
! Rn.

�¥²°³¤­® ¯®ª § ²¼ (§ ¤ ·  !), ·²® ½²® ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¡®-

°¥«¥¢±ª¨¬, ².¥. ¤«¿ «¾¡®£® ¡®°¥«¥¢±ª®£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢  B � Rn

(�- «£¥¡°³ ¢±¥µ ¡®°¥«¥¢±ª¨µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¢ Rn ¬» ¡³¤¥¬ ®¡®§­ -

· ²¼ Bn) ¬» ¨¬¥¥¬ ��1(B) 2 A. � ª ¨ ¤«¿ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­,

¬®¦­® ¤ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2 . � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  � ­ §»¢ -

¥²±¿ ´³­ª¶¨¿ P� , § ¤ ­­ ¿ ­  �- «£¥¡°¥ Bn ¯® ¯° ¢¨«³

P�(B) = P (� 2 B):
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� ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡º¥ª²¨¢­®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ±«³· ©-

­®£® ¢¥ª²®° , ª®²®°³¾ ¬®¦­® ®¤­®§­ ·­® ¢®±±² ­®¢¨²¼ ¨§ ½ª±-

¯¥°¨¬¥­² . �® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, ¡³¤³·¨ ³¤®¡­®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®©

¢ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨µ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿µ, ¿¢«¿¥²±¿ ¤®¢®«¼­® ±«®¦­»¬ ¤«¿

°¥ «¼­»µ § ¤ ·. � ª ¨ ¢ ®¤­®¬¥°­®¬ ±«³· ¥, ¨±¯®«¼§³¾² ¯®­¿²¨¥

´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3 . �³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®-

°  � = (�1; : : : ; �n) ­ §»¢ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¿ F�(x); x 2 Rn, ² ª ¿, ·²®

8x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn,

F�(x1; : : : ; xn) = P (�1 < x1; : : : ; �n < xn):

�±­®¢­»¥ ±¢®©±²¢  ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®° 

±®¡° ­» ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯°¥¤«®¦¥­¨¨.

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 1 . �³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F�(x) = F�(x1; : : : ; xn)

±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  � = (�1; : : : ; �n) ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²-

¢ ¬¨:

1. 8x 2 Rn; 0 � F�(x) � 1.

2. F�(x) ­¥ ³¡»¢ ¥² ¯® ª ¦¤®¬³  °£³¬¥­²³ xi; i = 1; n.

3. F�(x) - ­¥¯°¥°»¢­  ±«¥¢  ¯® ª ¦¤®¬³  °£³¬¥­²³ xi; i = 1; n.

4. F�(x)! 0, ¥±«¨ ­¥ª®²®°®¥ xi ! �1; i = 1; n.

F�(x)! 1, ¥±«¨ ¢±¥ xi !1; i = 1; n.

5. 8x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn

P (x1 � �1 < x1 + h1; : : : ; xn � �n < xn + hn) =

�h1 : : :�hnF�(x1; : : : ; xn) ;

£¤¥

�hiF�(x1; : : : ; xn) =

F�(x1; : : : xi + hi; : : : ; xn)� F�(x1; : : : xi; : : : ; xn) :

6. F�(x1; : : : xi�1;1; xi+1; : : : ; xn) ¥±²¼ ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³-

· ©­®£® ¢¥ª²®°  (�1; : : : �i�1; �i+1; : : : ; �n).

� ¤ ·  1 . �®ª § ²¼ ¯°¥¤«®¦¥­¨¥ 1.
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� ¬¥· ­¨¥. � ±¨«³ ±¢®©±²¢  5 ¯® ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F�(x)

¬®¦­® ­ ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¯®¯ ¤ ­¨¿ ¢ ¬­®¦¥±²¢  B = [a1; b1) �
: : : � [an; bn). � «¥¥, ² ª ¦¥ ª ª ¨ ¢ ®¤­®¬¥°­®¬ ±«³· ¥, ¬®¦­®

¢®±±² ­®¢¨²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ � ¤«¿ «¾¡»µ ¡®°¥«¥¢±ª¨µ ¬­®¦¥±²¢

B,  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¿ ¨µ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ ¬¨.

1.8.2 �« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©

� ª ¨ ¢ ®¤­®¬¥°­®¬ ±«³· ¥, ¬» ¢»¤¥«¨¬ ¤¢  ¢ ¦­»µ · ±²­»µ

±«³· ¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©, ª®²®°»¥ ­ ¨¡®«¥¥ · ±²® ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ­ 

¯° ª²¨ª¥. �®­¥·­®, ¡»¢ ¾² ¨ ¡®«¥¥ ®¡¹¨¥ ¯°¨¬¥°», ­® ¬» ­¥ ¡³-

¤¥¬ ¨µ ¯®¤°®¡­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢ ­ ¸¥¬ ª³°±¥.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4 . �«³· ©­»© ¢¥ª²®° � = (�1; : : : ; �n) ¨¬¥¥² ¤¨±-

ª°¥²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ª®­¥·­®¥ ¨«¨ ±·¥²-

­®¥ ¬­®¦¥±²¢® X � Rn, ² ª®¥, ·²® P (� 2 X) = 1.

�±«¨ x = (x1; : : : ; xn) 2 X- ®¤­® ¨§ ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨© ±«³· ©-

­®£® ¢¥ª²®°  �, ²® p(x) = P (� = x) ­ §»¢ ¥²±¿ ¢¥°®¿²­®±²¼¾

¯®¿¢«¥­¨¿ §­ ·¥­¨¿ x.

�¡»·­® ¨±¯®«¼§³¾² ±«¥¤³¾¹³¾ ±² ­¤ °²­³¾ ´®°¬³ ®¯¨± ­¨¿

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¤¨±ª°¥²­®£® ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®° . �±­®, ·²® ª ¦¤ ¿

ª®®°¤¨­ ²  �k ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  � ¨¬¥¥² ¤¨±ª°¥²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥-

­¨¥. �³±²¼ X(k) = fx(k)1 ; x
(k)
2 ; : : : ; x

(k)
ik
; : : :g ¥±²¼ ¬­®¦¥±²¢® §­ ·¥­¨©

±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �k. �¡° §³¥¬ ¬­®¦¥±²¢®

X = X(1) � : : : X(n) = fx = (x1; : : : ; xn) : xk 2 X(k); k = 1; ng
¢ Rn.

� ¤ · . �®ª § ²¼, ·²® P (� 2 X) = 1, ².¥. X ¬®¦­® ¢§¿²¼ ¢ ª -

·¥±²¢¥ ¬­®¦¥±²¢  §­ ·¥­¨© ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  �.

�«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®£® ¢¥ª²®°  x = (x
(1)
i1
; : : : ; x

(n)
in
), £¤¥ x

(k)
ik
2 X(k),

®¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§

Pi1:::in = P (� = x) = P (�1 = x
(1)
i1
; : : : ; �n = x

(n)
in
) (8.1)
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¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¿¢«¥­¨¿ §­ ·¥­¨¿ x ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  �. �°¨ ² -

ª®¬ ¢»¡®°¥ ¬­®¦¥±²¢ X ­¥ª®²®°»¥ ¥£® ½«¥¬¥­²» ¡³¤³² ¯®¿¢«¿²¼-

±¿ ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ 0.

�°¨¬¥°. �«³· ©­»© ¢¥ª²®° � = (�1; �2) ¨¬¥¥² ¤¢  §­ ·¥­¨¿ (1; 1)

¨ (2; 2), ª®²®°»¥ ¯®¿¢«¿¾²±¿ ± ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ 1/2. �®·ª  x = (1; 2)

¢µ®¤¨² ¢ ¯®±²°®¥­­®¥ ¢»¸¥ ¬­®¦¥±²¢® X, ­®

P (� = x) = 0.

� °³ (X; fPi1:::ing) ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¤¨±ª°¥²-

­®£® ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  �, µ®²¿, ±²°®£® £®¢®°¿, ½²® ­¥ ±®¢±¥¬

²®·­®. �«¿ n = 2 ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¤¨±ª°¥²­®£® ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®° 

®¡»·­® § ¤ ¾² ¢ ¢¨¤¥ ±«¥¤³¾¹¥© ² ¡«¨¶», ­ §»¢ ¥¬®©

² ¡«¨¶¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿:

�2 n �1 x1 x2 : : : xi : : :

y1 P11 P21 : : : Pi1 : : :

y2 P12 P22 : : : Pi2 : : :
... : : : : : : : : : : : : : : :

yj P1j P2j : : : Pij : : :
...

...
...

...
...

...

�¤¥±¼ fx1; x2; : : : ; xi; : : :g - ¬­®¦¥±²¢® §­ ·¥­¨© ¤«¿ �1, fy1; y2; : : : ;
yj; : : :g - ¬­®¦¥±²¢® §­ ·¥­¨© ¤«¿ �2,   Pij = P (�1 = xi; �2 = yj).

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 2 . � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ (X; fPi1;:::;ing) ¤¨±ª°¥²­®£® ±«³-

· ©­®£® ¢¥ª²®°  � = (�1; : : : ; �n) ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ -

¬¨:

1) 8x = (x
(1)
i1
; : : : ; x

(n)
in
) 2 X Pi1;:::;in � 0 ,

2)
P

i1;:::;in
Pi1;:::;in = 1 ,

3) 8B 2 Bn

P�(B) = P (� 2 B) =
X

(x
(1)
i1
;:::;x

(n)
in

)2B

Pi1;:::;in ;

4) P (�1 = x
(1)
i1
; : : : �k�1 = x

(k�1)
ik�1

; �k+1 = x
(k+1)
ik+1

; : : : ; �n = x
(n)
in
) =

=
X
ik

Pi1;:::;ik�1;ik;ik+1;:::;in :
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�±¥ ½²¨ ±¢®©±²¢  «¥£ª® ±«¥¤³¾² ¨§ ¯°¨¢¥¤¥­­»µ ¢»¸¥ ®¯°¥-

¤¥«¥­¨© ¨ ±¢®©±²¢ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �®½²®¬³ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£®

¯°¥¤«®¦¥­¨¿ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ § ¤ ·¨.

�°¨¬¥°. �³±²¼ ¬» ¯°¨¢®¤¨¬ n ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨©, ª ¦¤®¥

¨§ ª®²®°»µ ¬®¦¥² § ª®­·¨²¼±¿ ®¤­¨¬ ¨§ r ¨±µ®¤®¢ (r � 2) ¨ ¢¥°®-

¿²­®±²¨ ¯®¿¢«¥­¨¿ ½²¨µ ¨±µ®¤®¢ ®¤­¨ ¨ ²¥ ¦¥ ¢ ª ¦¤®¬ ¨±¯»² -

­¨¨ ¨ ° ¢­» p1; : : : ; pr. �³±²¼ �k ¥±²¼ ·¨±«® ¯®¿¢«¥­¨© k-£® ¨±µ®¤  ¢

½²¨µ n ¨±¯»² ­¨¿µ. �®£¤  � = (�1; : : : ; �r) ¥±²¼ ¤¨±ª°¥²­»© ±«³· ©-

­»© ¢¥ª²®°. �£® §­ ·¥­¨¿¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥ª²®°» m = (m1; : : : ;mr),

² ª¨¥, ·²® mk - ¶¥«»¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ ·¨±«  ¨ m1 + : : :mr = n.

� ª ¡»«® ¯®ª § ­® ¢»¸¥, ¯°¨ ¨§³·¥­¨¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ­¥-

§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨©

P (� = m) =
n!

m1! : : :mr!
pm1

1 : : : pmr

r : (8.2)

� ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®«¨­®¬¨ «¼­»¬ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¥¬ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (n; p1; : : : ; pr).

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5 . �«³· ©­»© ¢¥ª²®° � = (�1; : : : ; �n) ¨¬¥¥²  ¡-

±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥-

¹¥±²¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ��(x); x 2 Rn, ² ª ¿, ·²® 8B 2 Bn

P�(B) = P (� 2 B) =
Z
B

��(x)dx :

�³­ª¶¨¿ ��(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ¯«®²­®±²¼¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³-

· ©­®£® ¢¥ª²®°  �.

�¥²°³¤­® ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥, ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ª®-

²®°®£® ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¢ ª ·¥±²¢¥ § ¤ ·¨.

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 3 . �«³· ©­»© ¢¥ª²®° � = (�1; : : : ; �n) ¨¬¥¥²  ¡-

±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯«®²­®±²¼¾ ��(x); x 2 Rn.

�®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢» ±«¥¤³¾¹¨¨¥ ±¢®©±²¢ :

1) 8 2 Rn ��(x) � 0 ;

2)
R
Rn

��(x)dx = 1 ;
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3) 8B 2 Bn P (� 2 B) =
R
B
��(x)dx ;

4) 8x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn

F�(x1; : : : ; xn) =

x1Z
�1

� � �
xnZ
�1

��(y1; : : : ; yn)dyn : : : dy1 ;

5) ¥±«¨ (x1; : : : ; xn) - ²®·ª  ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ¯«®²­®±²¨ ��(x) ,

²®

��(x1; : : : ; xn) =
@nF�(x1; : : : ; xn)

@x1 : : : @xn
;

6) ¯«®²­®±²¼ ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  ~� = (�1; : : : ; �k�1; �k+1; : : : ; �n)

¬®¦­® ¢»·¨±«¨²¼ ¯® ´®°¬³«¥

�~�(x1; : : : ; xk�1; xk+1; : : : ; xn) =

1Z
�1

��(x1; : : : ; xk�1; xk; xk+1; : : : ; xn)dxk :

� ¬¥· ­¨¥. �±«¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ­¥ª®²®°»© ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° � =

(�1; : : : ; �n), ²®, ¢»¡¨° ¿ ­¥ª®²®°»¥ ¨§ ¥£® ª®®°¤¨­ ², ­ ¯°¨¬¥°

¯¥°¢»¥ m, ¬» ¯®«³· ¥¬ ­®¢»© ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° ~� = (�1; : : : ; �m),

ª®²®°»© ­ §»¢ ¾² ¯®¤¢¥ª²®°®¬ ¢¥ª²®°  �. �»¸¥ ¡»«® ¯®ª § ­®,

ª ª ­ ©²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯®¤¢¥ª²®° , ª®£¤  ³¡¨° ¾² ®¤­³ ¨§ ª®®°-

¤¨­ ². �°¨¬¥­¿¿ ½²³ ¯°®¶¥¤³°³ ­¥±ª®«¼ª® ° §, ¬» ±¬®¦¥¬ ­ ©²¨

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯°®¨§¢®«¼­®£® ¯®¤¢¥ª²®° . � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®²¤¥«¼-

­® ¢§¿²®© ª®®°¤¨­ ²» �i ¢¥ª²®°  � ­ §»¢ ¥²±¿ ®¤­®¬¥°­»¬ ¨«¨

¬ °£¨­ «¼­»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬.

� ª ¨ ¢ ®¤­®¬¥°­®¬ ±«³· ¥, ¬®¦­® ¢¢¥±²¨ ¯®­¿²¨¥ ±¬¥±¨ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨©, ­® ¬» ­¥ ¡³¤¥¬ ¥£® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¯®¤°®¡­® ² ª ª ª

§¤¥±¼ ­¥ ¢®§­¨ª ¥² ­¨·¥£® ­®¢®£®.

�°¨¬¥°». 1. �«³· ©­»© ¢¥ª²®° � = �1; : : : ; �n) ¨¬¥¥² ° ¢­®¬¥°­®¥

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢ ®¡« ±²¨ D, ¥±«¨ ®­ ®¡« ¤ ¥² ¯«®²­®±²¼¾ ° ±¯°¥-

¤¥«¥­¨¿ ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ :

��(x) =

8<
:

1
L(D)

; x 2 D ;

0 ; x =2 D ;
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£¤¥ L(D) - ¬¥°  �¥¡¥£  ®¡« ±²¨ D. � ª²¨·¥±ª¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ±

£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¢¥°®¿²­®±²¨.

2. �«³· ©­»© ¢¥ª²®° � = (�1; �2) ¨¬¥¥² ¤¢³¬¥°­®¥ ­®°¬ «¼-

­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, ¥±«¨ ®­ ®¡« ¤ ¥² ¯«®²­®±²¼¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ :

��(x1; x2) =
1

2�
q
�2
1�

2
2(1� �2)

�

expf� 1

2(1� �2)
[
(x1 � a1)

2

�2
1

� 2�
(x1 � a1)

�1

(x2 � a2)

�2
+
(x1 � a1)

2

�2
1

]g :

�¨±«  a1; a2 2 R1, �2
1; �

2
2 > 0, � 2 (�1; 1) ­ §»¢ ¾²±¿ ¯ ° ¬¥²-

° ¬¨ ¤¢³¬¥°­®£® ­®°¬ «¼­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �µ ¢¥°®¿²­®±²­»©

±¬»±« ¡³¤¥² ¢»¿±­¥­ ¯®§¤­¥¥.

1.8.3 �¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­»

�°¨ ¨§³·¥­¨¨ ±¢®©±²¢ ¢¥°®¿²­®±²¥© ±«³· ©­»µ ±®¡»²¨© ¬» ¢¨-

¤¥«¨, ·²® ¯®­¿²¨¥ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±®¡»²¨© ¨£° ¥² ¢ ¦­³¾ °®«¼

¯°¨ ¢»·¨±«¥­¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© ±«®¦­»µ ±®¡»²¨©. �­ «®£¨·­® ¯®-

­¿²¨¥ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¶¥­²° «¼­»¬ ¯®­¿²¨¥¬ ¢ ²¥®°¨¨

±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ¨µ ´³­ª¶¨®­ «¼­»µ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨© ¨ ¤°³-

£¨µ ¢®¯°®± µ.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6 . �«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» �1; : : : ; �n ­ §»¢ ¾²±¿ ­¥-

§ ¢¨±¨¬»¬¨, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ ¡®°¥«¥¢±ª¨µ B1; : : : ; Bn 2 B1

P (�1 2 B1; : : : ; �n 2 Bn) = P (�1 2 B1) � : : : � P (�n 2 Bn) : (8.3)

� ¤¨¬ ½ª¢¨¢ «¥­²­»¥ ´®°¬³«¨°®¢ª¨ ¯®­¿²¨¿ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨

±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¢ ²¥°¬¨­ µ ´³­ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿,   ² ª¦¥

¤«¿ ±«³· ¥¢ ¤¨±ª°¥²­»µ ¨ ­¥¯°¥°»¢­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©.

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 4 . �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° � =

(�1; : : : ; �n). �£® ª®¬¯®­¥­²» �1; : : : ; �n ­¥§ ¢¨±¨¬» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®

²®£¤ , ª®£¤ 

F�(x1; : : : ; xn) = F�1(x1) � : : : � F�n(xn) : (8.4)
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� ±«³· ¥ ¤¨±ª°¥²­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨© ³±«®¢¨¥ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ½ª-

¢¨¢ «¥­²­® ³±«®¢¨¾

P (�1 = x
(1)
i1
; : : : ; �n = x

(n)
in
) = P (�1 = x

(1)
i1
) � : : : � P (�n = x

(n)
in
) ; (8.5)

  ¢ ±«³· ¥ ­¥¯°¥°»¢­»µ - ³±«®¢¨¾

��(x1; : : : ; xn) = ��1(x1) � : : : � ��n(xn) : (8.6)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ¬­®¦¥±²¢ 

Bi = fx 2 R1 : x < xig; i = 1; n :

�«¿ ­¨µ ¨§ (3) ±«¥¤³¥² (4). �¡° ²­®, ¨§ (4) «¥£ª® ¯®«³·¨²¼ (3) ¤«¿

¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤®¢,   § ²¥¬  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼ ¯°®¨§¢®«¼­»¥ Bi ±

¯®¬®¹¼¾ ±³¬¬ ®²°¥§ª®¢. �¢®©±²¢® (6) ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ (4) ¤¨´´¥-

°¥­¶¨°®¢ ­¨¥¬. �¢®©±²¢® (5) ±«¥¤³¥² ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ¨§ ®¯°¥¤¥-

«¥­¨¿ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨.

�°¨¬¥° 1. �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ±µ¥¬³ �¥°­³««¨ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ n ¨

p. �³±²¼ "i = 1, ¥±«¨ ¢ i-¬ ¨±¯»² ­¨¨ ¡»« "³±¯¥µ", ¨ ° ¢­® 0 ¢ ¯°®-

²¨¢­®¬ ±«³· ¥. �®£¤  ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» "1; : : : ; "n-­¥§ ¢¨±¨¬».

�±² ²¨, ·¨±«® ³±¯¥µ®¢ Sn ¢ ½²¨µ n ¨±¯»² ­¨¿µ ¯°¥¤±² ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥

Sn = "1 + : : :+ "n.

�°¨¬¥° 2. �³±²¼ � = (�1; �2) ¨¬¥¥² ¤¢³¬¥°­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¥. �1 �2 ¡³¤³² ­¥§ ¢¨±¨¬» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ 

� = 0 (§ ¤ · !).

�¥²°³¤­® ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¨© ¯®«¥§­»© °¥§³«¼² ² (§ ¤ · !).

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 5 . �³±²¼ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» �1; : : : ; �n; �n+1; : : : ;

�n+m - ­¥§ ¢¨±¨¬»,   y = f(x1; : : : ; xn) ¨ y = g(x1; : : : ; xm) - ¡®°¥-

«¥¢±ª¨¥ ´³­ª¶¨¨. �®£¤  ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» �1 = f(�1; : : : ; �n) ¨

�2 = g(�n+1; : : : ; �n+m) ² ª¦¥ ¿¢«¿¾²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨.

�°¨¬¥° 3. �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ±µ¥¬³ �¥°­³««¨ ± n1 + n2 ¨±¯»² -

­¨¿¬¨. �®£¤  ·¨±«® ³±¯¥µ®¢ Sn1 ¢ ¯¥°¢»µ n1 ¨±¯»² ­¨¿µ ¨ ·¨±«®

³±¯¥µ®¢ Sn2 ¢ ¯®±«¥¤³¾¹¨µ n2 ¨±¯»² ­¨¿µ - ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±«³· ©-

­»¥ ¢¥«¨·¨­».
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1.8.4 �³­ª¶¨®­ «¼­»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ±«³· ©­»µ ¢¥ª-

²®°®¢

� ª ¨ ¢ ®¤­®¬¥°­®¬ ±«³· ¥, ¢ ¦­®© ± ¯° ª²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥-

­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ § ¤ ·  ® ¢»·¨±«¥­¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ´³­ª¶¨®­ «¼­®-

£® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®° .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7 . �²®¡° ¦¥­¨¥ g : Rn ! Rm ­ §»¢ ¥²±¿ ¡®°¥-

«¥¢±ª¨¬, ¥±«¨ 8B 2 Bm ¬» ¨¬¥¥¬ g�1(B) 2 Bn.

�±«¨ g - ¡®°¥«¥¢±ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥, � = (�1; : : : ; �n) - ±«³· ©-

­»© ¢¥ª²®°, ²® � = (�1; : : : ; �m) = g(�) ¢­®¢¼ ¿¢«¿¥²±¿ ±«³· ©-

­»¬ ¢¥ª²®°®¬. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨ B 2 Bm, ²® g�1(B) 2 Bn,  

��1(B) = ��1 � g�1(B) 2 A. �²±¾¤  ­¥²°³¤­® ¯®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥-

­¨¥ ¤«¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥ª²®°  �, ¥±«¨ ¬» §­ ¥¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

¢¥ª²®°  � : 8B 2 Bm

P�(B) = P (� 2 B) = P (g(�) 2 B) = (8.7)

P (� 2 g�1(B)) = P�(g
�1(B)) :

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ®²¤¥«¼­® ±«³· ¨ ¤¨±ª°¥²­®£® ¨ ­¥¯°¥°»¢-

­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©.

�±«¨ � ¨¬¥¥² ¤¨±ª°¥²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¬­®¦¥±²¢®¬ §­ ·¥-

­¨© X = fx1; x2; : : :g ¨ ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ pn = P (� = xn) ¯®¿¢-

«¥­¨¿ ½²¨¬ §­ ·¥­¨©, ²® ¿±­®, ·²® ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° � = g(�)

² ª¦¥ ¨¬¥¥² ¤¨±ª°¥²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¬­®¦¥±²¢®¬ §­ ·¥­¨©

Y = fy1; y2; : : : ; ym; : : :g, £¤¥ ª ¦¤®¥ ym = g(xn) ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® xn,

  ¢¥°®¿²­®±²¨ qm = P (� = ym) ¯®¿¢«¥­¨¿ §­ ·¥­¨¿ ¬®¦­® ¢»·¨±-

«¨²¼ ¯® ´®°¬³«¥

qm =
X

n:g(xn)=ym

pn : (8.8)

�°¨¬¥°. �³±²¼ � = (�1; �2) - ¤¢³¬¥°­»© ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° ± ¤¨±-

ª°¥²­»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬, p(x; y) = P (�1 = x; �2 = y) - ¢¥°®¿²-

­®±²¼ ¯®¿¢«¥­¨¿ ­¥ª®²®°®£® §­ ·¥­¨¿ (x; y). � ±±¬®²°¨¬ ´³­ª¶¨¾

z = g(x; y) = x + y. �®£¤  � = �1 + �2 ¥±²¼ ¤¨±ª°¥²­ ¿ ±«³· ©­ ¿

¢¥«¨·¨­  ¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® � = z, £¤¥ z - ®¤­® ¨§ ¢®§¬®¦­»µ

67



§­ ·¥­¨© ±³¬¬» �1 + �2, ¬®¦­® ° ±±·¨² ²¼ ¯® ´®°¬³«¥

P (� = z) =
X

(x;y):x+y=z

p(x; y) =
X
x
p(x; z � x) : (8.9)

�±«¨ �1 ¨ �2 ­¥§ ¢¨±¨¬», ²®

p(x; y) = P (�1 = x; �2 = y) = P (�1 = x) � P (�2 = y) = P1(x)P2(y) :

� ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» ¯®«³· ¥¬

P (�1 + �2 = z) =
X
x
P1(x)P2(z � x) : (8.10)

�²® ´®°¬³«  ±¢¥°²ª¨ ¤«¿ ¤¨±ª°¥²­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ � = (�1; : : : ; �n) - ±«³· ©­»© ¢¥ª²®°, ª®²®°»© ¨¬¥-

¥² ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ��(x); x 2 Rn. � ª ¨ ¢ ®¤­®¬¥°­®¬

±«³· ¥, ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  � = g(�) ¬®¦¥² ­¥ ¨¬¥²¼

¯«®²­®±²¨ ¨ ¤ ¦¥ ¡»²¼ ¤¨±ª°¥²­»¬. �¥®¡µ®¤¨¬» ­¥ª®²®°»¥ ¤®-

¯®«­¨²¥«¼­»¥ ®£° ­¨·¥­¨¿ ­  ´³­ª¶¨¾ y = g(x). � ±±¬®²°¨¬

®¤¨­ · ±²­»©, ­® ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¢ ¦­»© ±«³· ©.

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 6 . �³±²¼ � = (�1; : : : ; �n) - ±«³· ©­»© ¢¥ª²®°, ª®-

²®°»© ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ��(x); g : R
n ! Rn - ¢§ -

¨¬­® ®¤­®§­ ·­®¥ ¨ ­¥¯°¥°»¢­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥.

�®£¤  ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  � = g(�) ¿¢«¿¥²±¿  ¡±®-

«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­»¬ ¨ ¥£® ¯«®²­®±²¼ ��(y) ¬®¦­® ¢»·¨±«¨²¼ ¯®

´®°¬³«¥

��(y) = ��(g
�1(y))jJ(g�1(y))j�1 ; (8.11)

£¤¥ J(x) - ¿ª®¡¨ ­ ®²®¡° ¦¥­¨¿ y = g(x).

�®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ¯°¥¤«®¦¥­¨¿ ¤®±«®¢­® ¯®¢²®°¿¥² ¤®ª § -

²¥«¼±²¢® ¢ ®¤­®¬¥°­®¬ ±«³· ¥, ­® ²¥¯¥°¼ ¬» ¤®«¦­» ±¤¥« ²¼ § -

¬¥­³ ¯¥°¥¬¥­­»µ ¢ Rn.

�°¨¬¥°. �³±²¼ y = Ax, £¤¥ A - ­¥¢»°®¦¤¥­­ ¿ ª¢ ¤° ²­ ¿ ¬ ²-

°¨¶  ° §¬¥°  n, ².¥. ¬» ¨¬¥¥¬ «¨­¥©­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¢ Rn. � ½²®¬

±«³· ¥ J(x) = detA ¨

��(y) = ��(A
�1y) � jdetAj�1 :
68



� ²¥µ ±«³· ¿µ, ª®£¤  n 6= m, ¯®±«¥¤­¥¥ ¯°¥¤«®¦¥­¨¥ ­¥ ¯°¨-

¬¥­¨¬®. �® · ±²® ¬®¦­® ¤®¯®«­¨²¼ ®²®¡° ¦¥­¨¥ g : Rn ! Rm

¥¹¥ ®¤­¨¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥¬ f : Rn ! Rn�m ² ª, ·²®¡» ®²®¡° ¦¥­¨¥

(g; f) : Rn ! Rn ³¦¥ ®¡« ¤ «® ­³¦­»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨.

�°¨¬¥°. �³±²¼ ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° � = (�1; �2) ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ��(x1; x2). � ©¤¥¬ ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©-

­®© ¢¥«¨·¨­» �1 = �1 + �2. �¤¥±¼ n = 2;m = 1. � ±±¬®²°¨¬ ¥¹¥

®¤­³ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ �2 = �2. �®£¤  ¢ ¶¥«®¬ ¬» ¨¬¥¥¬ ±«¥-

¤³¾¹¥¥ «¨­¥©­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ y1 = x1 + x2; y2 = x2. � ²°¨¶  A

½²®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤

A =

0
@ 1 1

0 1

1
A ;

detA = 1,   ®¡° ²­ ¿ ¬ ²°¨¶  A�1 ° ¢­ 

A�1 =

0
@ 1 �1
0 1

1
A :

� ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯°¨¬¥°¥ ¬» ¯®«³·¨«¨, ·²®

��(y1; y2) = ��(A
�1y) � jdetAj�1 :

�²®¡» ­ ©²¨ ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¤«¿ �1, ¤®±² ²®·­® ¯°®¨­-

²¥£°¨°®¢ ²¼ ¯® ª®®°¤¨­ ²¥ y2, ².¥.

��1(y1) =
1Z
�1

��(y1 � y2; y2)dy2 : (8.12)

�±«¨ �1 ¨ �2 - ­¥§ ¢¨±¨¬», ²® ��(x1; x2) = ��1(x1)��2(x2). � ¬¥­¿¿ y1
­  y, ¯®«³· ¥¬

��1+�2(y) =
1Z
�1

��1(y � x)��2(x)dx : (8.13)

�²® ´®°¬³«  ±¢¥°²ª¨ ¤«¿ ­¥¯°¥°»¢­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©.

� ¡®«¥¥ ±«®¦­»µ ±¨²³ ¶¨¿µ, ª®£¤  ­¥ ³¤ ¥²±¿ ±¢¥±²¨ § ¤ ·³ ª

¯°¥¤«®¦¥­¨¾ 6, ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®¢¥±²¨ ¯°¿¬»¥ ° ±·¥²», ¢»·¨±«¿¿
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° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ P� (­ ¯°¨¬¥°, ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿),   § ²¥¬ ­ -

µ®¤¿ ¯«®²­®±²¼. �¥µ­¨·¥±ª¨ ½²® ±¢®¤¨²±¿ ª ­ µ®¦¤¥­¨¾ ¬­®¦¥±-

²¢  g�1(B) ¨ ¢»·¨±«¥­¨¾ ¨­²¥£° «  ®² ��(x) ¯® ½²®¬³ ¬­®¦¥±²¢³.

�²®¡» ¯°®¤¥¬®­±²°¨°®¢ ²¼, ª ª ° ¡®² ¥² ½²®² ¬¥²®¤, ° ±±¬®²°¨¬

²®² ¦¥ ± ¬»© ¯°¨¬¥°: � = �1 + �2. �»·¨±«¨¬ ¤«¿ � ´³­ª¶¨¾ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¿:

F�(y) = P (� < y) = P (�1 + �2 < y) :

� ª²¨·¥±ª¨ ­ ¬ ­³¦­® ­ ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¯ ¤ ­¨¿ ±«³· ©­®£®

¢¥ª²®°  � = (�1; �2) ¢ ¬­®¦¥±²¢®

B(y) = f(x1; x2) : x1 + x2 < yg � R2 :

�®£¤  ¬» ¨¬¥¥¬

F�(y) = P ((�1; �2) 2 B(y)) =
Z Z
B(y)

��(x1; x2)dx1dx2 :

� «¥¥, ° ±¯¨±»¢ ¿ ¤¢®©­®© ¨­²¥£° « ¢ ¢¨¤¥ ¯®¢²®°­®£®, ¯®«³· ¥¬

F�(y) =
1Z
�1

y�x2Z
�1

��(x1; x2)dx1dx2 =

������
x = x1 + x2
z = x2

������ =

=
1Z
�1

yZ
�1

��(x � z; z)dxdz ==

yZ
�1

[
1Z
�1

��(x� z; z)dz]dx :

�¨´´¥°¥­¶¨°³¿ ¯® y, ®ª®­· ²¥«¼­® ¯®«³· ¥¬

��(y) =
d

dy
F�(y) =

1Z
�1

��(y � z; z)dz :

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¨¬¥¥¬ ²®² ¦¥ °¥§³«¼² ², ·²® ¨ ° ­¥¥.
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1.9 � ¤ ·¨ ¤«¿ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®£® °¥¸¥­¨¿

� ¤®¯®«­¥­¨¥ ª ²¥¬ § ¤ · ¬, ·²® ¡»«¨ ¯°¨¢¥¤¥­» ¢ ®±­®¢­®¬

²¥ª±²¥, ¬» ¯°¥¤« £ ¥¬ ­¥±ª®«¼ª® § ¤ · ±² ­¤ °²­®£® ²¨¯ , ª®²®-

°»¥ ¯®¬®£³² ±²³¤¥­² ¬ ¯®¤£®²®¢¨²¼±¿ ª ½ª§ ¬¥­ ¬.

1. �«¿ ±®¶¨®«®£¨·¥±ª®£® ®¡±«¥¤®¢ ­¨¿ ¨§ £°³¯¯» ¢ 100 ·¥«®¢¥ª,

±°¥¤¨ ª®²®°»µ 40 ¬³¦·¨­ ¨ 60 ¦¥­¹¨­, ±«³· ©­® ®²¡¨° ¾² 10

·¥«®¢¥ª. � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ±°¥¤¨ ­¨µ ¡³¤¥² ·¥²¢¥°®

¬³¦·¨­?

2. �§ ®²°¥§ª  [0,1] ±«³· ©­® ¨ ­¥§ ¢¨±¨¬® ¢»¡¨° ¾² ¤¢¥ ²®·-

ª¨. � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ­¨¬¨ ¡³¤¥²

¡®«¼¸¥ 1/2?

3. �¢  ·¥«®¢¥ª  ¨£° ¾² ¢ ±«¥¤³¾¹³¾ ¨£°³: ­¥§ ¢¨±¨¬® ¤°³£ ®²

¤°³£  ®­¨ ¢»¡¨° ¾² ®¤­³ ¨§ ¬®­¥² ¢ 10 ¨«¨ 20 °³¡«¥© ¨ ®²¬¥· -

¾² ¯®«³·¥­­³¾ ±³¬¬³. �±«¨ ½²  ±³¬¬  ° ¢­  20, ²® ¢»¨£°»¢ ¥²

¯¥°¢»©, ¥±«¨ ®­  ° ¢­  40, ²® ¢»¨£°»¢ ¥² ¢²®°®©, ¢ ¯°®²¨¢­®¬

±«³· ¥ ´¨ª±¨°³¥²±¿ ­¨·¼¿. � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¯¥°¢»©

¨£°®ª ­¥ ¯°®¨£° ¥², ¥±«¨ ®­¨ ¢»¡¨° ¾² ¬®­¥²» ± ®¤¨­ ª®¢»¬¨

¢¥°®¿²­®±²¿¬¨?

4. �±²¼ ¤¢¥ ¬®­¥²»: ®¤­  ®¡»ª­®¢¥­­ ¿,   ¤°³£ ¿ - ± ¤¢³¬¿

£¥°¡ ¬¨. �«³· ©­® ¢»¡° «¨ ®¤­³ ¨§ ¬®­¥² ¨ ¯®¤¡°®±¨«¨ ¤¢  ° § .

�»¯ «® ¤¢  £¥°¡ . � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ½²® ®¡»ª­®¢¥­­ ¿

¬®­¥² ?

5. �¢¥ ²°¥²¨ ±¥ª°¥² °¥© ¡®«¼¸®£® ±²¥­®£° ´¨·¥±ª®£® ¡¾°® ¨¬¥-

¾² ¢®¤¨²¥«¼±ª¨¥ ¯° ¢ . �«¿ ³· ±²¨¿ ¢ ­¥ª®²®°®© ¯®¥§¤ª¥ ±«³· ©­®

®²®¡° ­» 4 ±¥ª°¥² °¿. � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¯® ª° ©­¥©

¬¥°¥ ¤¢®¥ ¨§ ­¨µ ¨¬¥¾² ¢®¤¨²¥«¼±ª¨¥ ¯° ¢ ?

6. �¥°®¿²­®±²¼ ¢»¨£°»¸  ¢ ­¥ª®²®°®© «®²¥°¥¥ ° ¢­  0.3. �»

ª³¯¨«¨ 100 ¡¨«¥²®¢. �¥ ¬¥­¥¥ ª ª®£® ·¨±«  ¢»¨£°»¸¥© ¬» ¬®¦¥¬

£ ° ­²¨°®¢ ²¼ ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ­¥ ¬¥­¥¥ 0.9?

7. �® ­¥ª®²®°®¬³ ª ­ «³ ±¢¿§¨ ¯¥°¥¤ ¾²±¿ ±®®¡¹¥­¨¿. �¥°®¿²-
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­®±²¼ ®¸¨¡ª¨ ¯°¨ ¯¥°¥¤ ·¥ ®¤­®£® ±¨¬¢®«  ° ¢­  0.01. �°¨ ª ª®¬

ª®«¨·¥±²¢¥ ±¨¬¢®«®¢ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¬» ¨¬¥¥¬ ¢ ±®®¡¹¥-

­¨¨ ­¥ ¬¥­¥¥ ¤¢³µ ®¸¨¡®ª, ­¥ ¬¥­¥¥ 0.95?

8. �¨¬¬¥²°¨·­³¾ ¬®­¥²³ ¯®¤¡° ±»¢ ¾² 4 ° § . � - ·¨±«® ¢»¯ ¢-

¸¨µ £¥°¡®¢. � ©²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥© ±.¢. �. �»·¨±«¨²¼

¥¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥, ¤¨±¯¥°±¨¾ ¨ P (� � 2).

9. �«¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» � ¨§ § ¤ ·¨ 8 ®¯°¥¤¥«¨¬

� = (� � 2)2. � ©²¨:

1) ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �,

2) M�; D(�).

10. �±²¼ ²°¨ ¬®­¥²». �¥°®¿²­®±²¼ ¯®¿¢«¥­¨¿ £¥°¡  ° ¢­  0.3

¤«¿ ¯¥°¢®© ¬®­¥²», 0.5 - ¤«¿ ¢²®°®© ¨ 0.6 - ¤«¿ ²°¥²¼¥©. �³±²¼ �

° ¢­  ·¨±«³ ¢»¯ ¢¸¨µ £¥°¡®¢. � ©²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ � ¨ ¢»·¨±«¨²¼

M�, D(�).

11. �§ ®²°¥§ª  [0,1] ±«³· ©­® ¨ ­¥§ ¢¨±¨¬® ¢»¡¨° ¾² ¤¢¥ ²®·ª¨.

� ©²¨ ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ° §­®±²¨ ª®®°¤¨­ ² ½²¨µ ²®·¥ª.

� ©²¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¾ ½²®© ±«³· ©­®© ¢¥-

«¨·¨­».

12. �«¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» � ¨§ § ¤ ·¨ 11 ®¯°¥¤¥«¨¬ � = �2.

1) ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �,

2) M�; D(�).

13. � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¤¨±ª°¥²­®£® ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  � = (�1; �2)

§ ¤ ­® ² ¡«¨¶¥©
�2 n �1 -1 0 1

0 0.05 0.1 0.15

1 0.2 0.05 0.05

2 0.1 0.2 0.1

� ©²¨:

1) ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±.¢. �1 ¨ �2,

2) ¯°®¢¥°¨²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ �1 ¨ �2,

3) ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® �1�2 = 0,
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4) ª®½´´¨¶¨¥­² ª®°°¥«¿¶¨¨ ¤«¿ �1 ¨ �2,

5) ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  � = (�1; �2),

£¤¥ �1 = �1; �2 = �1�2.

14. �1 ¨ �2 ­¥§ ¢¨±¨¬» ¨ ¨¬¥¾² ¯®ª § ²¥«¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

± ¯ ° ¬¥²°®¬ �. � ©²¨ ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨-

·¨­» � = �1 � �2.

15. �«³· ©­»© ¢¥ª²®° � = (�1; �2) ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯«®²-

­®±²¼¾

��(x1; x2) =

8<
: C(x1 + 2x2) ; x1; x2 2 [0; 1];

0 ; ¢ ¯°: ±«::

� ©²¨: 1) ª®­±² ­²³ C,

2) ��1(x1),

3) ¯°®¢¥°¨²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ �1 ¨ �2,

4) P (�1 > �2).

5) M(�1);M(�2); cov(�1; �2); �(�1; �2).

16. �1 ¨ �2 ­¥§ ¢¨±¨¬» ¨ ®¤¨­ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­»,

��1(x) = ��2(x) =

8<
: 2x ; x 2 [0; 1] ;

0 ; ¢¯°:±«::

� = �1 + 2�2 . � ©²¨ ��(y).
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