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�« ¢  1

�±­®¢­ ¿ § ¤ ·  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨.

�² ²¨±²¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³° 

� ª³°±¥ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¬» ¢±¥£¤  ¯°¥¤¯®« £ «¨, ·²® ¬»

¨¬¥¥¬ ­¥ª®²®°®¥ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (
;A; P ), ².¥. ¨±-
µ®¤­ ¿ ¬®¤¥«¼ ¨§³· ¥¬®£® ¿¢«¥­¨¿ § ¤ ­  ®¤­®§­ ·­®. � ¤ ·  ±®-

±²®¿«  ¢ ²®¬, ·²®¡» ¨§³·¨²¼ ±¢®©±²¢  ½²®© ¬®¤¥«¨. �±­®¢­®© ¯°®¡-

«¥¬®© ¿¢«¿«®±¼ ° §° ¡®²ª  ¬¥²®¤®¢ ¢»·¨±«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¡®-

«¥¥ ±«®¦­»µ ±®¡»²¨© , ¨±µ®¤¿ ¨§ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¤°³£¨µ, ¡®«¥¥ ¯°®±-

²»µ ±®¡»²¨©, ¢ ° ¬ª µ ¤ ­­®© ¬®¤¥«¨. � · ±²­®±²¨, ¯°¨ ¨§³·¥­¨¨

±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¬» ¨­²¥°¥±®¢ «¨±¼ ¨µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬. �® ¬»

®±² ¢«¿«¨ ¢ ±²®°®­¥ ¢®¯°®± ® ²®¬, ª ª ¡»«  ¯®±²°®¥­  ¤ ­­ ¿ ª®­-

ª°¥²­ ¿ ¬®¤¥«¼, ª ª ®­  ¡»«  ¢»¡° ­  ¨§ ¬­®¦¥±²¢  ¤°³£¨µ. � -

¤ ·¨ ² ª®£® ²¨¯  ®²­®±¿²±¿ ª ¤°³£®¬³ ° §¤¥«³ ­ ¸¥© ­ ³ª¨ ® ±«³-

· ©­»µ ¿¢«¥­¨¿µ { ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¥. �²  ­ ³ª  ¨¬¥¥²

²®² ¦¥ ¯°¥¤¬¥², ·²® ¨ ²¥®°¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �­  ¨§³· ¥² ±«³· ©-

­»¥ ½ª±¯¥°¨¬¥­²» ± ­¥®¯°¥¤¥«¥­­»¬ ¨±µ®¤®¬, ¢ ª®²®°»µ ¢»¯®«-

­¥­® ±¢®©±²¢® ³±²®©·¨¢®±²¨ · ±²®², ­® ¨­²¥°¥±³¥²±¿ ­¥±ª®«¼ª®

¨­»¬¨ ¢®¯°®± ¬¨. � ®¯°¥¤¥«¥­­®¬ ±¬»±«¥ ®­  ¤®¯®«­¿¥² ²¥®°¨¾

¢¥°®¿²­®±²¥©,   ² , ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ¤ ¥² ²¥®°¥²¨·¥±ª³¾ ®±­®¢³

¤«¿ ¬¥²®¤®¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨.

�²®¡» «³·¸¥ ¯®­¿²¼ ±®®²­®¸¥­¨¥ ½²¨µ ¤¢³µ ¤¨±¶¨¯«¨­ ° ±-

±¬®²°¨¬ ¯°®±²®© ¯°¨¬¥°. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬» ¯°®¢®¤¨¬ ½ª±-

¯¥°¨¬¥­², ¢ ª®²®°®¬ ­¥§ ¢¨±¨¬® n ° § ¯®¤¡° ±»¢ ¥¬ ­¥ª®²®°³¾

¬®­¥²³. �±«¨ ¢»¯ ¤¥² £¥°¡, ²® ¡³¤¥¬ ±² ¢¨²¼ 1, ¥±«¨ ¶¨´° {²®

0. �®£¤  ¨±µ®¤ ² ª®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ! ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

! = (!1; : : : ; !n), £¤¥ !k{®¯¨±»¢ ¥² °¥§³«¼² ² k{®£® ¯®¤¡° ±®¢ ­¨¿.

�­®¦¥±²¢® 
 ¢±¥µ ² ª¨µ ¨±µ®¤®¢ ®¯°¥¤¥«¿¥² ­ ¬ ¯°®±²° ­±²¢®

½«¥¬¥­² °­»µ ±®¡»²¨©,   ª« ±± A ¢±¥µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
 ½²® ª« ±±

±®¡»²¨©, ±¢¿§ ­­»µ ± ² ª¨¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¬. �±«¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ®±-

­®¢ ­¨¿ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¬®­¥²  ±¨¬¬¥²°¨·­ ¿, ²®, ¢ ±®·¥² ­¨¨

± ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥¬ ® ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¨±¯»² ­¨©, ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²®
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p(!) = 1=2n. � «¥¥ ¬» ¬®¦¥¬ ¯®¯»² ²¼±¿ ¢»·¨±«¨²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨

¡®«¥¥ ±«®¦­»µ ±®¡»²¨©. � ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ Am ¥±²¼ ±®¡»²¨¥, ±®±²®-

¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ¢ ² ª®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥ ¯®¿¢¨«®±¼ °®¢­® m £¥°¡®¢,

²®, ª ª ¬» ³¦¥ §­ ¥¬, ¢¥°®¿²­®±²¼ ½²®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢­ 

(Am) = C
m

n
� 1
2n

:

�²® ²¨¯¨·­ ¿ ¢¥°®¿²­®±²­ ¿ § ¤ · : ¬®¤¥«¼ ²®·­® § ¤ ­ , ­¥®¡µ®-

¤¨¬® ·²®-«¨¡® ¢»·¨±«¨²¼ ¢ ° ¬ª µ ½²®© ´¨ª±¨°®¢ ­­®© ¬®¤¥«¨.

�®±¬®²°¨¬ ­  ½²®² ½ª¯¥°¨¬¥­² ± ¤°³£®© ±²®°®­». �¡»·­® ¬»

­¥ §­ ¥¬ ²®·­® ±¢®©±²¢ ­ ¸¥© ¬®­¥²» ¨ ­¥ ¬®¦¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼,

·²® ®­  ±¨¬¬¥²°¨·­ ¿. �®£¤  ¬» ¨¬¥¥¬ ²¥ ¦¥ 
 ¨ A, ­® ¤«¿ ¢¥-

°®¿²­®±²¥© ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ ¯®«³· ¥¬ ²®«¼ª®

P (!) = p
m(1� p)n�m ; (1.1)

£¤¥m{·¨±«® ¥¤¨­¨¶ ¢ ¨±µ®¤¥ !,   ¢¥°®¿²­®±²¼ 0 � p � 1 ¯®¿¢«¥­¨¿

¥¤¨­¨¶» ­ ¬ ­¥¨§¢¥±²­ . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¨¬¥¥¬ ¶¥«»© ­ ¡®°

P ¢¥°®¿²­®±²­»µ ¬¥° ­  (
;A), ª®²®°»¥ ¬®£³² °¥ «¨§®¢ ²¼±¿ ¢

­ ¸¥¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥. � ½²®© ±¨²³ ¶¨¨ ¬» ¬®¦¥¬ ¯®±² ¢¨²¼ ±«¥-

¤³¾¹¨¥ ¢®¯°®±». �³±²¼, ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨, ¬» ¯°®¨§¢®¤¨¬ 100

¯®¤¡° ±»¢ ­¨© ­ ¸¥© ¬®­¥²» ¨ ¯®«³· ¥¬ 47 £¥°¡®¢.

1) � ª ­  ®±­®¢¥ ½²®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ®¶¥­¨²¼ ­¥¨§¢¥±²­³¾ ¢¥°®-

¿²­®±²¼ p?

2) � ª®¢  ²®·­®±²¼ ¯®«³·¥­­®© ®¶¥­ª¨?

3) �ª®«¼ª® ­³¦­® ¯°®¨§¢¥±²¨ ¨±¯»² ­¨©, ·²®¡» ¤®¡¨²¼±¿ ­³¦-

­®© ²®·­®±²¨ ®¶¥­ª¨?

4) �®¦­® «¨ ±·¨² ²¼, ·²® p = 1=2?

�²® ®¡¹¥£® ¢® ¢±¥µ ¯¥°¥·¨±«¥­­»µ ¢®¯°®± µ? � ­ ± ¥±²¼ ­¥ª®²®-

°»©  ¯°¨®°­® § ¤ ­­»© ª« ±± ¢®§¬®¦­»µ ¢¥°®¿²­®±²­»µ ¬®¤¥«¥©

¤«¿ ­ ¸¥£® ½ª±¯¥°¨¬¥­² , ².¥. ¬» ¨¬¥¥¬ ­¥ ®¤­³,   ¶¥«»© ­ ¡®°

A ¢¥°®¿²­®±²­»µ ¬¥° ­  (
;A). �» µ®²¥«¨ ¡» ­  ®±­®¢¥ ½ª±-

¯¥°¨¬¥­² «¼­»µ ¤ ­­»µ ³²®·­¨²¼ ­ ¸¨ §­ ­¨¿ ®¡ ¨±²¨­­®©

¢¥°®¿²­®±²­®© ¬¥°¥ P 2 P , ª®²®° ¿ ¤ ¥² ®¯¨± ­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²­®£®
¬¥µ ­¨§¬  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­² .
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� ±±¬®²°¥­¨¥ ½²®£® ¯°¨¬¥°  ¯°¨¢®¤¨² ­ ± ª ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ±² -

²¨±²¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°» ¨ ®±­®¢­®© § ¤ ·¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² -

²¨±²¨ª¨.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1 . �² ²¨±²¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°®© ­ §»¢ ¥²±¿

²°®©ª  (
;A;P), £¤¥
1) 
{¯°®¨§¢®«¼­®¥ ¬­®¦¥±²¢® = ¯°®±²° ­±²¢® ½«¥¬¥­² °­»µ

¨±µ®¤®¢,

2) A{�- «£¥¡°  ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
 = ±®¡»²¨¿, ¤®±²³¯­»¥ ­ ¡«¾-

¤¥­¨¾,

3) P{­¥ª®²®°»© ­ ¡®° ¢¥°®¿²­®±²­»µ ¬¥° ­  (
;A).

�°¨¬¥°». 1) � ±±¬®²°¥­­»© ¢»¸¥ ¯°¨¬¥° ¯°¨¢®¤¨² ­ ± ª ¬®-

¤¥«¨ (
;A;P), £¤¥ !{­ ¡®° ¤«¨­» n, ±®±²®¿¹¨© ¨§ ­³«¥© ¨ ¥¤¨­¨¶,

A-�- «£¥¡°  ¢±¥µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¯°®±²° ­±²¢  
, P{­ ¡®° ¢¥°®¿²-

­®±²­»µ ¬¥°, ª®²®°»¥ § ¤ ¾²±¿ ­  ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤ µ ¯® ´®°-

¬³«¥ (1), 0 � p � 1.

2) �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ®¤­® ¨§¬¥°¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �. �

½²®¬ ±«³· ¥ ¥±²¥±²¢¥­­® ¢§¿²¼ 
 = R
1, A = B{�- «£¥¡°  ¢±¥µ

¡®°¥«¥¢±ª¨µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ R1,   P{ª« ±± ¢±¥¢®§¬®¦­»µ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨© ¢¥°®¿²­®±²¥© ¤«¿ � ­  R1 (§ ¤ ­­»µ, ­ ¯°¨¬¥°, ± ¯®¬®¹¼¾

´³­ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿).

3) �­®£¤  ¬» ¨¬¥¥¬ ª ª³¾-«¨¡® ¤®¯®«­¨²¥«¼­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾

® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¨ X. � ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ ¬» §­ ¥¬, ·²® X ¥±²¼ ±³¬¬ 

¡®«¼¸®£® ·¨±«  ¬ «¥­¼ª¨µ ±« £ ¥¬»µ, ²® ¥±²¥±²¢¥­­® ¯°¥¤¯®«®-

¦¨²¼, ·²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ X ¡³¤¥² ­®°¬ «¼­»¬. � ½²®¬ ±«³· ¥ P
¥±²¼ ª« ±± ¢±¥µ ­®°¬ «¼­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©, ¢¨¤ ª®²®°»µ ¨§¢¥±²¥­,

­® ¥±²¼ ¤¢  ­¥¨§¢¥±²­»µ ¯ ° ¬¥²°  a 2 R
1
; �

2
> 0.

4) �±«¨ ¬» ¯°®¨§¢®¤¨¬ n ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨§¬¥°¥­¨© ­¥ª®²®°®©

ª®«¨·¥±²¢¥­­®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¢ ®¤¨­ ª®¢»µ ³±«®¢¨¿µ, ²® ¬»

¯°¨µ®¤¨¬ ª ±«³· ©­®¬³ ¢¥ª²®°³X = (X1; : : : ; Xn), £¤¥ ±.¢.X1; : : : ; Xn{

­.®.°. � ½²®¬ ±«³· ¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ X § ¤ ¥²±¿, ­ ¯°¨¬¥°, ±®¢¬¥±²-

­®© ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �®£¤  
 = R
n
; A = Bn{ª« ±± ¢±¥µ

¡®°¥«¥¢±ª¨µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¢ Rn, P{ª« ±± ¢±¥¢®§¬®¦­»µ n-¬¥°­»µ

´³­ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±«³· ¾ ­.®.°.±.¢.
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�±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ·¨±«®¢»µ ¯ ° ¬¥²°®¢

(�1; : : : ; �m) = �; � 2 � � R
m, ± ¯®¬®¹¼¾ ª®²®°»µ ³¤ ¥²±¿ § -

­³¬¥°®¢ ²¼ ¢±¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ¨§ ª« ±±  P , ²® ±² ²¨±²¨·¥±ª ¿
±²°³ª²³°  (
;A;P) (ª« ±± ° ±¯°¥¤¥«¥­¨© P) ­ §»¢ ¥²±¿ ¯ ° -

¬¥²°¨·¥±ª®©. � ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥ ¬» ¨¬¥¥¬ ­¥¯ ° ¬¥²°¨·¥±-

ª³¾ ±²°³ª²³°³. � ° ±±¬®²°¥­­»µ ¢»¸¥ ¯°¨¬¥° µ ¢ ±«³· ¿µ 1 ¨

3 ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ±²°³ª²³°»{¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¥,   ¢ ±«³· ¿µ 2 ¨

4{­¥¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¥.

�¥¯¥°¼ ¬» £®²®¢» ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ®±­®¢­³¾ § ¤ ·³ ¬ ²¥-

¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨: ­  ®±­®¢¥ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»µ ¤ ­­»µ

±³§¨²¼ ª« ±± P  ¯°¨®°­® § ¤ ­­»µ ¢¥°®¿­®±²­»µ ¬¥° ¤® ­¥ª®²®-

°®£® ¡®«¥¥ ³§ª®£® ¯®¤ª« ±±  P0 � P (¢ ¨¤¥ «¥ ¢»¡° ²¼ ®¤­® ° ±¯°¥-

¤¥«¥­¨¥). � ¯°¨¬¥°, ¢ ±«³· ¥ 1 ¢»¸¥ ¬» µ®²¥«¨ ¡», §­ ¿ ·¨±«® m

(½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»¥ ¤ ­­»¥!), ®¶¥­¨²¼ ­¥¨§¢¥±²­³¾ ¢¥°®¿²­®±²¼

p ¢»¯ ¤¥­¨¿ £¥°¡ , ².¥. ¢»¤¥«¨²¼ ®¤­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥.
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�« ¢  2

�»¡®°ª  ¨ ¢»¡®°®·­»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨

2.1 �»¡®°ª 

� ¯®¬­¨¬ ¥¹¥ ° § ®±­®¢­³¾ § ¤ ·³: ­  ®±­®¢¥ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼-

­»µ ¤ ­­»µ ³²®·­¨²¼ ­ ¸¨ §­ ­¨¿ ® ¬®¤¥«¨, ².¥. ® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¨

¢¥°®¿²­®±²¥©. � ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ³²®·­¨¬, ·²® ¯®­¨¬ ¥²±¿ ¢

­ ¸¥© ²¥®°¨¨ ¯®¤ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»¬¨ ¤ ­­»¬¨. �±¾¤³ ¤ «¥¥ ¬»

¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®±­®¢­®£® ¯°¨¬¥°  ±.¢. �, ° ±¯°¥-

¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥© P� ª®²®°®© (¨«¨ ¥¥ ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

F�(y)) ­¥¨§¢¥±²­® ¨«¨ ¨§¢¥±²­® ­¥ ¯®«­®±²¼¾. �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯®-

«³·¨²¼ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ®¡ ½²®© ±.¢. � ¬» ®°£ ­¨§³¥¬ ±«³· ©­»© ½ª±-

¯¥°¨¬¥­², ¢ ª®²®°®¬ °¥ «¨§³¥²±¿ ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥­­»µ ³±«®¢¨¿µ ®¤­®

¨«¨ ­¥±ª®«¼ª® ¨§¬¥°¥­¨© ½²®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­». � °¥§³«¼² ²¥

¬» ¯®«³· ¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ·¨±¥«. � ¡®° x = (x1; : : : ; xN) ½²¨µ ·¨±¥«

­ §»¢ ¥²±¿ ¢»¡®°ª®© . �°®¨±µ®¦¤¥­¨¥ ½²®£® ²¥°¬¨­  ±¢¿§ ­  ±

²¥¬, ·²® ¢ ¯°®±²¥©¸¨µ ±¨²³ ¶¨¿µ ¯°®¢¥¤¥­¨¥ ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ±¢¿§ -

­® ± °¥ «¼­»¬ ¢»¡®°®¬ ¨§ ª®­¥·­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ (¢»¡®° ¸ °  ¢

«®²¥°¨¨, ¢»¡®° ®¡º¥ª²  ¤«¿ ®¡±«¥¤®¢ ­¨¿ ¨ ².¯.). �¨±«® N ¨§¬¥°¥-

­¨© ­ §»¢ ¾² ®¡º¥¬®¬ ¢»¡®°ª¨. �¯®±®¡» ¯®«³·¥­¨¿ ¢»¡®°®ª

¨§ ª®­¥·­»µ ±®¢®ª³¯­®±²¥© ¤«¿ ¨§³·¥­¨¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢

½²¨µ ±®¢®ª³¯­®±²¥© ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ¨§ ±¥¡¿ ®²¤¥«¼­³¾ ¨ ®·¥­¼ ­¥-

¯°®±²³¾ § ¤ ·³. �­¨ ¨§³· ¾²±¿ ¢ ª³°±¥ ² ª ­ §»¢ ¥¬®© ®¡¹¥©

±² ²¨±²¨ª¨ ¨ ­¥ ¡³¤³² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ¢ ­ ¸¥¬ ª³°±¥.

�» ³¦¥ ®¡±³¦¤ «¨ ¢ ª³°±¥ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©, ·²® ­ ± ¨­-

²¥°¥±³¥², ®¡»·­®, ­¥ °¥§³«¼² ² ®²¤¥«¼­®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­² ,   ·²®

¬» ¯®«³· ¥¬ ¢ ±°¥¤­¥¬, ¢ ¤«¨­­®© ±¥°¨¨ ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢. �®·-

­® ² ª¦¥ ¨ ¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¥ ­ ± ¡³¤³² ¨­²¥°¥±®¢ ²¼

±¢®©±²¢  ¯°¥¤«®¦¥­­»µ ­ ¬ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ ¯°®¶¥¤³° ­¥ ¯°¨ ®¤-

­®ª° ²­®¬ ¨µ ¯°¨¬¥­¥­¨¨,   ¢ ±°¥¤­¥¬, ª®£¤  ®­¨ ¯°¨¬¥­¿¾²±¿

¬­®£® ° §. �°³£®© ¢ °¨ ­² { ¬» ¯®ª §»¢ ¥¬, ¢ ¡®«¼¸¨±²¢¥ °¥ «¨-

§ ¶¨© ­ ¸¥£® ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ¯°¥¤«®¦¥­­ ¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª ¿ ¯°®¶¥-

¤³°  ¤ ¥² µ®°®¸¨© °¥§³«¼² ². � ®¡®¨µ ±«³· ¿µ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ­®-
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±¨² ¢¥°®¿²­®±²­»© µ ° ª²¥°. �®½²®¬³ ¤ «¥¥ ¬» · ±²® ¡³¤¥¬ ° ±-

±¬ ²°¨¢ ²¼ ®²¤¥«¼­®¥ ¨§¬¥°¥­¨¥ ª ª ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ Xk,  

¢»¡®°ª³ { ª ª ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° X = (X1; : : : ; XN). �²®¡» ®²-

«¨· ²¼ ¢»¡®°ª³, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬³¾ ª ª ­ ¡®° ª®­ª°¥²­»µ ·¨±¥«,

®² ¢»¡®°ª¨ { ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®° , ¢ ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¯¨-

± ²¼ x = (x1; : : : ; xN),   ¢® ¢²®°®¬ { X = (X1; : : : ; XN). �­®¦¥±²¢®

X ¢±¥µ ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨© ¢»¡®°ª¨ X ­ §»¢ ¥²±¿ ¢»¡®°®·­»¬

¯°®±²° ±²¢®¬.

� ª ¬» £®¢®°¨«¨ ¢»¸¥, ¢»¡®°ª  ½²® °¥§³«¼² ² ¨§¬¥°¥­¨© ±«³-

· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �, ª®²®°»¥ ¯°®¨§¢®¤¨«¨±¼ ¢ ®¯°¥¤¥«¥­­»µ ³±«®-

¢¨¿µ. �±«¨ ¢ ° §­»µ ¨§¬¥°¥­¨¿µ ³±«®¢¨¿ ±¨«¼­® ¬¥­¿¾²±¿, ²®

½²® ®§­ · ¥², ·²® ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«®, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ± ° §­»¬¨ ®¡º-

¥ª² ¬¨. �±«¨ ³±«®¢¨¿ ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ´¨ª±¨°®¢ ­» ±²®«¼ ±¨«¼­®,

·²® ­¨·¥£® ­¥ ¬¥­¿¥²±¿, ²® ¨¬¥¥¬, ¯® ±³²¨ ¤¥« , ®¤­® ¨§¬¥°¥-

­¨¥. �®½²®¬³ ¤«¿ "µ®°®¸¥£®" ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ¥±²¥±²¢¥­­® ¯°¥¤¯®«®-

¦¨²¼, ·²® ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­»X1; : : : ; XN ®¤¨­ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥-

«¥­» (®¤­®°®¤­ ¿ ¢»¡®°ª ) ¨ ­¥§ ¢¨±¨¬». �®£¤  ¢»¯®«­¥­»

®¡  ±¢®©±²¢  ¢»¡®°ª  X ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®¢²®°­®©. �²®¡» ³²®·­¨²¼

¤ «¼­¥©¸³¾ ²¥°¬¨­®«®£¨¾ ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¨©

�°¨¬¥°. �§ ¡®«¼¸®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ «¾¤¥© (­ ¯°¨¬¥°, ¦¨²¥«¥©

­¥ª®²®°®£® £®°®¤ ) ®²¡¨° ¾² ­¥ª®²®°®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¨µ ¯°¥¤±² -

¢¨²¥«¥© ¤«¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª®£® ®¡±«¥¤®¢ ­¨¿. � ± ¨­²¥°¥±³¥² ­¥ª®-

²®° ¿ ª®«¨·¥±²¢¥­­ ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª , ¨§¬¥°¿¥¬ ¿ ¤«¿ ª ¦¤®£®

®²®¡° ­­®£® ·¥«®¢¥ª  (­ ¯°¨¬¥°, ¢®§° ±²). � ¯°¥¤¥« µ ¤ ­­®© ±®-

¢®ª³¯­®±²¨ ½²³ µ ° ª²¥°¨±²¨ª³ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ª ª ±«³· ©-

­³¾ ¢¥«¨·¨­³ � ± ­¥ª®²®°»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ P = P�. �²®¡° ¢ N

·¥«®¢¥ª, ¬» ¯®«³·¨¬ N ¨§¬¥°¥­¨© x1; : : : ; xN ¨­²¥°¥±³¾¹¥© ­ ±

µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨. �±¿ ±®¢®ª³¯­®±²¼ «¾¤¥© ­ §»¢ ¥²±¿ £¥­¥° «¼-

­®© ±®¢®ª³¯­®±²¼¾. �®½²®¬³ ¬» £®¢®°¨¬, ·²® ¨¬¥¥¬ ¢»¡®°ª³

®¡º¥¬  N ¨§ £¥­¥° «¼­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ ± ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ P ­¥ª®-

²®°®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» � ¨«¨, ¡®«¥¥ ª° ²ª®, ¢»¡®°ª³ ®¡º¥¬ 

N ¨§ £¥­¥° «¼­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ ± ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ P .

�²  ²¥°¬¨­®«®£¨¿ ¡³¤¥² ¯°¨¬¥­¿²¼±¿ ¨ ²®£¤ , ª®£¤  ­¨ª ª®©

°¥ «¼­®© £¥­¥° «¼­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ ­¥²,   ¬» ¨¬¥¥¬ ±«³· ©­³¾
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¢¥«¨·¨­³ � ± ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ P�.

� °¥ «¼­»µ § ¤ · µ ¢»¡®°ª  ±®¤¥°¦¨² ®·¥­¼ ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® ¨§-

¬¥°¥­¨©. �®²¥«®±¼ ¡» ª ª-²® ¨µ ³¯®°¿¤®·¨²¼, ·²®¡» «³·¸¥ ¯®-

­¿²¼, ·²® ¦¥ ¬» ¨¬¥¥¬. �¥°¢®¥, ·²® ®¡»·­® ¤¥« ¾², ½²® ° ±¯®« -

£ ¾² ¢±¥ ­ ¡«¾¤¥­¨¿ ¢ ¯®°¿¤ª¥ ¢®§° ±² ­¨¿

x(1) � x(2) � � � � � x(N) (2.1)

¨«¨

x(1) < x(2) < � � � < x(n)

m1 m2 � � � mn

£¤¥ ¢® ¢²®°®¬ ±«³· ¥ ¯°¨¢¥¤¥­» ²®«¼ª® ° §«¨·­»¥ ¨§¬¥°¥­¨¿,  

mk ¥±²¼ ·¨±«® ¯®¿¢«¥­¨© §­ ·¥­¨¿ x(k). �®«³·¥­­»© °¿¤ ­¥³¡»-

¢ ¾¹¨µ ·¨±¥« ­ §»¢ ¾² ¢ °¨ ¶¨®­­»¬ °¿¤®¬. �²® ²¥ ¦¥ ± ¬»¥

·¨±« , ·²® ¨ ¢ ¢»¡®°ª¥, ­® ° ±¯®«®¦¥­­»¥ ¢ ¯®°¿¤ª¥ ¢®§° ±² ­¨¿.

� ¤ «¼­¥©¸¥¬ «¾¡³¾ ´³­ª¶¨¾ ®² ¢»¡®°®·­»µ §­ ·¥­¨© ¬» ¡³-

¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ±² ²¨±²¨ª®©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±² ²¨±²¨ª  ¢ ½²®¬

±¯¥¶¨ «¼­®¬ §­ ·¥­¨¨ ²¥°¬¨­  ¥±²¼ «¾¡ ¿ ´³­ª¶¨¿ ®² ­ ¡«¾¤¥-

­¨©. �¨±«® x(k) ­ §»¢ ¥²±¿ k-®© ¯®°¿¤ª®¢®© ±² ²¨±²¨ª¨©. x(1) ¨

x(N) { ½ª±²°¥¬ «¼­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¢»¡®°ª¨. �­¨ ¯®§¢®«¿¾² ®¶¥­¨²¼

¨­²¥°¢ « ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨© ±.¢. �. � §¬ µ ¢»¡®°ª¨ x(N) � x(1)

®¶¥­¨¢ ¥² ¢¥«¨·¨­³ ° §¡°®±  §­ ·¥­¨© ±.¢. �. �® ·¨±«® ° §«¨·­»µ

§­ ·¥­¨© ¢ ¢ °¨ ¶¨®­­®¬ °¿¤³ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢±¥ ¥¹¥ ¤®±² ²®·­®

¡®«¼¸¨¬. �²®¡» ±®ª° ²¨²¼ ®¡º¥¬ µ° ­¨¬®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ¯°¨¬¥-

­¿¾² £°³¯¯¨°®¢ª³ ½«¥¬¥­²®¢ ¢»¡®°ª¨. �­®¦¥±²¢® ¢®§¬®¦­»µ §­ -

·¥­¨© ±. ¢. � ¤¥«¿² ­  ­¥±ª®«¼ª® ¨­²¥°¢ «®¢

¨ ¯®¤±·¨²»¢ ¾² ±ª®«¼ª® ¨§¬¥°¥­¨© ¯®¯ «® ¢ k-»© ¨­²¥°¢ «. �¥-

§³«¼² ²» § ¯¨±»¢ ¾² ¢ ¢¨¤¥ ² ¡«¨¶»

< a1 a1 � a2 � � � ak � ak+1 � � � > ar

n0 n1 � � � nk � � � nr
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2.2 �¬¯¨°¨·¥±ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

�±­®¢­®© § ¤ ·¥© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨ ¿¢«¿¥²±¿ ®¶¥­ª 

­¥¨§¢¥±²­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P� ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» � ­  ®±­®¢¥

½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»µ ¤ ­­»µ, ². ¥. ¨±¯®«¼§³¿ ¢»¡®°ª³ x = (x1; : : : ; xN).

� ±±¬®²°¨¬ ­®¢³¾ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ ��, ¬­®¦¥±²¢®¬ §­ ·¥­¨©

ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ·¨±«  x1; : : : ; xN , ª ¦¤®¬³ ¨§ ª®²®°»µ ¯°¨¯¨-

±»¢ ¥²±¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ 1=N (¥±«¨ ­¥ª®²®°®¥ §­ ·¥­¨¥ ¯®¿¢«¿¥²±¿

­¥±ª®«¼ª® ° §, ²® ¥£® ¢¥°®¿²­®±²¼ ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ ¢ ²® ¦¥ ·¨±«®

° §). �«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  �� ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨±ª°¥²­®© ¨ ¥¥ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬, ¯®±²°®¥­­»¬ ¯®

¢»¡®°ª¥ x. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ±. ¢. �� ¤«¿ «¾¡®£® ¡®°¥«¥¢±ª®£® ¬­®-

¦¥±²¢  B � R
1

P
�
N =

�N(B)

N

; (2.2)

£¤¥ �N(B) { ·¨±«® ½«¥¬¥­²®¢ ¢»¡®°ª¨, ª®²®°»¥ ¯®¯ «¨ ¢® ¬­®¦¥±²-

¢® B. � ª¨¬ ®¡° §®¬, P �
N
¥±²¼, ´ ª²¨·¥±ª¨, ®²­®±¨²¥«¼­ ¿ · ±²®² 

¯®¿¢«¥­¨¿ ±®¡»²¨¿ (� 2 B) ¢ ±¥°¨¨ ¨§ N ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨ ®¤¨­ ª®-

¢»µ ¨±¯»² ­¨©. � ¯®¬­¨¬, ·²® ¢»¡®°ª³ ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¨

ª ª ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° X = (X1; : : : ; XN). � ½²®¬ ±«³· ¥ ½¬¯¨°¨-

·¥±ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ P �
N ±² ­®¢¨²±¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®©. � ±¨«³

§ ª®­  ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« (²¥®°¥¬  �¥°­³««¨) ¤«¿ ª ¦¤®£® ´¨ª±¨°®-

¢ ­­®£® B ¬» ¨¬¥¥¬

P
�
N(B)

P! P�(B) = P (� 2 B) ; N !1 : (2.3)

� ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» · ±²® § ¤ ¾² ± ¯®¬®¹¼¾

´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �«¿ ¥¥ ®¶¥­ª¨ ¬» ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼

½¬¯¨°¨·¥±ª³¾ ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾

F�(y) = P (� < y) :

�®£¤ , ¢ ±¨«³ ´®°¬³«» (2), ¤«¿ ½¬¯¨°¨·¥±ª®© ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¿ ¯®«³· ¥¬

F
�
N
(y) =

N(y)

N

; (2.4)
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£¤¥ N(y) { ·¨±«® ½«¥¬¥­²®¢ xk ¢»¡®°ª¨ x, ¤«¿ ª®²®°»µ xk < y.

�­®¢¼ ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ¢»¡®°ª³ ª ª ±«³· ©­»© ¢¥ª²®°, ¯®«³· ¥¬,

·²®

F
�
N
(y)

P! F�(y) ; N !1 ; (2.5)

¤«¿ ª ¦¤®£® ´¨ª±¨°®¢ ­­®£® y. �  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢ £®° §-

¤® ¡®«¥¥ ±¨«¼­»© °¥§³«¼² ², ¨§¢¥±²­»© ª ª ²¥®°¥¬  �«¨¢¥­ª®-

� ­²¥««¨:

P

(
lim
N!1

sup
y

jF �
N(y)� F�(y)j = 0

)
= 1 :

� ²¥µ ±«³· ¿µ, ª®£¤   ¯°¨®°¨ ¨§¢¥±²­®, ·²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¿¢«¿-

¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­»¬, µ®²¥«®±¼ ¡» ¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¶¥­ª¨ ¯®«³·¨²¼ ­¥-

¯°¥°»¢­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥. �®£¤  ¯°¨¬¥­¿¾² ² ª ­ §»¢ ¥¬»¥ ¿¤¥°-

­»¥ ®¶¥­ª¨. �³±²¼ Q ¥±²¼ ­¥ª®²®°®¥ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

¢¥°®¿²­®±²¥©, ®¡« ¤ ¾¹¥¥ ­³¦­»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨, ­ ¯°¨¬¥°,  ¡±®-

«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­®¥. �®£¤  ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¶¥­ª¨ ­¥§¢¥±²­®£® ° ±¯°¥-

¤¥«¥­¨¿ P� ¬» ¡¥°¥¬

P
�(B) =

1

N

NX
k=1

Q(B � xk) :

�«¿ ®¶¥­ª¨ ¯«®²­®±²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨±¯®«¼§³¾² £¨±²®£° ¬¬³,

ª®²®° ¿ ®¯°¥¤¥«¿²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �³±²¼ ¬» ±£°³¯¯¨°®¢ -

«¨ ¢±¥ ½«¥¬¥­²» xi ¢»¡®°ª¨ x ¢ r ¨­²¥°¢ «®¢, ¤«¨­  k-£® ¨­²¥°¢ « 

° ¢­  �k,   Nk ¥±²¼ ·¨±«® ½«¥¬¥­²®¢ ¢»¡®°ª¨, ¯®¯ ¢¸¨µ ¢ k-»©

¨­²¥°¢ «. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ £¨±²®£° ¬¬  ¥±²¼ ´³­ª¶¨¿ ��N(y), ®¯°¥-

¤¥«¿¥¬ ¿ ¯® ¯° ¢¨«³

�
�
N
(y) :=

Nk

N ��k

; (2.6)

¥±«¨ y ¯°¨­ ¤«¥¦¨² k-¬³ ¨­²¥°¢ «³, ¨ ° ¢­ ¿ ­³«¾ ¢ ¯°®²¨¢­®¬

±«³· ¥. �¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ��N(y) ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:

1) ��
N
(y) � 0,

2)
1R
�1

�
�
N(y)dy = 1 ,

3)
bR
a
�
�
N
(y)dy = P (a � �

�
< b).
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� ª¨¬ ®¡° §®¬, ��N(y) ®¡« ¤ ¥² ¢±¥¬¨ ®±­®¢­»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¯«®²-

­®±²¨. �®«¥¥ ²®£®, ¥±«¨ ¯°¨N !1 ¬» ¨¬¥¥¬ r !1, max
k

�k ! 0,

­® ­¥ª®²®°»¬ ±®£« ±®¢ ­­»¬ ®¡° §®¬, ²®

P ( lim
N!1

max
�1<y<1

j��
N
(y) � ��(y)j = 0) = 1 : (2.7)

� ­¥ª®²®°»µ § ¤ · µ ¬» §­ ¥¬, ·²® ¯«®²­®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¤®±² -

²®·­® £« ¤ª®© ´³­ª¶¨¥©, ¨ µ®²¨¬, ·²®¡» ®¶¥­ª  ¯«®²­®±²¨ ®¡-

« ¤ «  ² ª¨¬¨ ¦¥ ±¢®©±²¢ ¬¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢­®¢¼ ¨±¯®«¼§³¾²

¿¤¥°­»¥ ®¶¥­ª¨. �³±²¼ �(y) { ­¥ª®²®° ¿ § ¤ ­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ("¿¤-

°®"), ª®²®° ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¯«®²­®±²¼¾. �® ¢»¡®°ª¥ x = (x1; : : : ; xN )

¯®±²°®¨¬ ´³­ª¶¨¾

�N(y) =
1

N

NX
k=1

1

bN

�

 
y � xk

bN

!
; (2.8)

£¤¥ fbng { ­¥ª®²®° ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼­»µ ·¨±¥«.

�±«¨ ¿¤°® �(y) ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fbng ®¡« ¤ ¾² ­¥ª®²®°»¬¨

±¢®©±²¢ ¬¨, ²® ¬» ¢­®¢¼ ¬®¦¥¬ £ ° ­²¨°®¢ ²¼ ±µ®¤¨¬®±²¼ �N(y)

ª �(y) ¯°¨ N !1.

2.3 �»¡®°®·­»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨

� ­¥¥, ¯°¨ ¨§³·¥­¨¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ¬» ®²¬¥· «¨, ·²® ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ­ ¨¡®«¥¥ ¯®«­®© ¢¥°®¿²­®±²­®© µ ° ª²¥°¨±-

²¨ª¨®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­». �® ¢® ¬­®£¨µ § ¤ · µ ¡»¢ ¥² § -

²°³¤­¨²¥«¼­® (  ¨­®£¤  ¨ ­¥ ­³¦­®) ¤ ²¼ ¯®«­®¥ ®¯¨± ­¨¥ ° ±¯°¥-

¤¥«¥­¨¿. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯°¨ ®¯¨± ­¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨±¯®«¼§³¾²

­¥¡®«¼¸®¥ ·¨±«® ·¨±«®¢»µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª, ®²° ¦ ¾¹¨µ ²¥ ¨«¨

¨­»¥ ±²®°®­» ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �¡»·­® ¤«¿ ½²®© ¶¥«¨ ¨±¯®«¼§³¾²

¬®¬¥­²» (­ ¨¡®«¥¥ · ±²® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¾)

¨ ª¢ ­²¨«¨. �²¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ·¥°¥§ ° ±¯°¥¤¥«¥-

­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ­¥ª®²®°»¥ ´³­ª-

¶¨®­ «» ®² ½²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �®¤±² ¢«¿¿ ¢ ­¨µ ½¬¯¨°¨·¥±ª®¥

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¨µ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨¥  ­ «®£¨, ª®²®-

°»¥ ­ §»¢ ¾²±¿ ¢»¡®°®·­»¬¨ ¨«¨ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨¬¨ µ ° ª²¥°¨±²¨-

ª ¬¨.
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� ±±¬®²°¨¬ ­¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢. �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ±«³· ©­³¾

¢¥«¨·¨­³ �. � ¯®¬­¨¬, ·²® ¥¥ ¬®¬¥­² ¯®°¿¤ª  m ®²­®±¨²¥«¼­®

²®·ª¨ a ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯® ¯° ¢¨«³

�m(a) =M [(� � a)m] =
1Z

�1
(y � a)mdF�(y) :

� · ±²­®±²¨, ¬» ¬®¦¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥

M�, µ ° ª²¥°¨§³¾¹¥¥ "¶¥­²°" ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ¨ ¤¨±¯¥°±¨¾

D(�) =M [(� �M�)2] =M(�2)� (M�)2 ;

µ ° ª²¥°¨§³¾¹³¾ "° §¡°®±" ¨«¨ "° ±±¥¿­¨¥" ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®²-

­®±¨²¥«¼­® ½²®£® ¶¥­²° . �µ ¢»¡®°®·­»¬¨  ­ «®£ ¬¨ ¡³¤³²: ¢»-

¡®°®·­»© ¬®¬¥­² (¯°¨ a = 0)

�̂m =
1

N

NX
k+1

x
m

k
;

¢»¡®°®·­®¥ ±°¥¤­¥¥

�x =
1

N

NX
k+1

xk

¨ ¢»¡®°®·­ ¿ ¤¨±¯¥°±¨¿

S
2 =

1

N

NX
k+1

x
2
k � �x2 =

1

N

NX
k+1

(xk � �x)2 :

�«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  ¤ ¥² ®¯¨± ­¨¥ ­¥ª®²®°»µ ±¢®©±²¢ ¢»¡®°®·-

­»µ ¬®¬¥­²®¢. �­  ¥±²¼ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®¥ ±«¥¤±²¢¨¥ § ª®­  ¡®«¼-

¸¨µ ·¨±¥« ¨ ¶¥­²° «¼­®© ¯°¥¤¥«¼­®© ²¥®°¥¬».

�¥®°¥¬  1 . �±«¨ M(j�j2m) < 1 ¨ �̂m { ¢»¡®°®·­»© ¬®¬¥­² ¯®-

°¿¤ª  m, ¯®±²°®¥­­»© ¯® ¯®¢²®°­®© ¢»¡®°ª¥ ®¡º¥¬  N , ²®

1) M(�̂m) = �m;

2) �̂m
P! �m = M(�m); N !1 ,

¢ · ±²­®±²¨,

�
X

P! a =M� ; S
2 P! �

2 = D(�) ;

3) �̂m ¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±® ±°¥¤-

­¨¬ �m ¨ ¤¨±¯¥°±¨¥© (�2m � �
2
m
)=N .
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¯®¬­¨¬ ¥¹¥ ° §, ·²® ¯®¢²®°­ ¿ ¢»¡®°ª 

¥±²¼ ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° (X1; : : : ; XN), ±®±²®¿¹¨© ¨§ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ

¨ ®¤¨­ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­. �·¨²»¢ ¿ ½²® ¨

³±«®¢¨¿ ²¥®°¥¬», ¨¬¥¥¬

1) (Xm

1 ; : : : ; X
m

N
) { ­¥§ ¢¨±¨¬»,

2) (Xm
1 ; : : : ; X

m
N ) { ®¤¨­ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­»,

3) ±³¹¥±²¢³¾² ª®­¥·­»¥ M(Xm

1 ) = �m ¨ D(Xm

1 ) = M(X2m
1 ) �

(M(Xm

1 ))
2.

�®£¤ 

M(�̂m) =M

0
@ 1

N

NX
k=1

X
m

k

1
A =

1

N

NX
k=1

M(Xm

k
) =

1

N

�N � �m = �m :

� ±¨«³ § ª®­  ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¤«¿ ­.®.°.±.¢. ¯®«³· ¥¬

1

N

NX
k=1

X
m

k

P!M(Xm

1 ) = �m :

� «¥¥,

D

0
@ 1

N

NX
k=1

X
m

k

1
A = D(Xm

1 )=N = (�2m � �
2
m
)=N :

� ±¨«³ ��� ¤«¿ ­.®.°.±.¢. ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ 

�̂m �M(�̂m)q
D(�̂m)

=
�̂m � �mq

(�2m � �
2
m)=N

¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ¯°¨ N ! 1 ±² ­¤ °²­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.

�¢ ­²¨«¼ ¯®°¿¤ª  p, 0 < p < 1, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ² ª®¥ ·¨±«®

yp, ¤«¿ ª®²®°®£®

P (� � yp) � p ; P (� � yp) � 1� p :

�±«¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥ ¨¬¥¥² ¤¨±ª°¥²­»µ ²®·¥ª, ²® ½²® ±¢®¤¨²±¿

ª ³° ¢­¥­¨¾

P (� < yp) = F�(yp) = p :
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� · ±²­®±²¨, ¬¥¤¨ ­  y1=2 ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±.¢. � ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨§

±®®²­®¸¥­¨¿

P (� < y1=2) =
1

2
;

£¤¥ ¬» ¯°¥¤¯®«®¦¨«¨, ¤«¿ ¯°®±²®²», ·²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥ ¨¬¥¥²

¤¨±ª°¥²­»µ ²®·¥ª. �¥¤¨ ­  ¿¢«¿¥²±¿ ¥¹¥ ®¤­®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®©,

®¶¥­¨¢ ¾¹¥© ¶¥­²° ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �»¡®°®·­ ¿ ª¢ ­²¨«¼ ¯®°¿¤ª 

p ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯® ¯° ¢¨«³

ŷp = x([Np]) :

� ¹¥ ¤°³£¨µ ª¢ ­²¨«¥© ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¬¥¤¨ ­  y1=2. �¤¥±¼ ¤«¿ ³«³·-

¸¥­¨¿ ±¢®©±²¢ ®¶¥­ª¨ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥:

ŷ1=2 =

8<
: x(n+1) ; ¥±«¨ N = 2n+ 1 ;

1
2
(x(n) + x(n+1)) ; ¥±«¨ N = 2n :

� ¤ · . �±«¨ yp ¥±²¼ ²®·ª  ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ¨ ²®·ª  °®±²  ´.°.

F�(y), ²®

ŷp

P! yp ; N !1 :
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�« ¢  3

�®·¥·­»¥ ®¶¥­ª¨ ¯ ° ¬¥²°®¢

3.1 � ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°»

� ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼ ¢»¸¥, ¢±¾¤³ ¤ «¥¥ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ±«³-

· ©, ª®£¤  ¨¬¥¥¬ ­¥ª®²®°³¾ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ �, ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¥ ª®²®°®© P� (¨«¨ ¥¥ ´.°. F�) ­¥¨§¢¥±²­® ¨«¨ ¨§¢¥±²­® ­¥

¯®«­®±²¼¾. � ½²®¬ ¨ ­¥±ª®«¼ª¨µ ¯®±«¥¤³¾¹¨µ ¯ ° £° ´ µ ¡³-

¤³² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ² ª ­ §»¢ ¥¬»¥ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³-

°» (
;A;P), ¤«¿ ª®²®°»µ ±¥¬¥©±²¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨© P ¿¢«¿¥²±¿

¯ °¬¥²°¨·¥±ª¨¬, ². ¥. ±³¹¥±²¢³¥² ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ

¯ ° ¬¥²°®¢ �1; : : : ; �m, ± ¯®¬®¹¼¾ ª®²®°»µ ¬®¦­® § ­³¬¥°®¢ ²¼

¢±¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ¨§ ­ ¸¥£® ±¥¬¥©±²¢  P . � ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¬» ¡³-

¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ ¯ ° ¬¥²°» ¢ ¢¨¤¥ ®¤­®£® ¬­®£®¬¥°­®£® ¯ ° ¬¥²° 

� = (�1; : : : ; �m), ª®²®°»© ¯°®¡¥£ ¥² ­¥ª®²®°®¥ ¬­®¦¥±²¢® � � R
m.

�®£¤  ¬» ¬®¦¥¬ § ¯¨± ²¼ P = fP� ; � 2 �g. �«¿ ­ ¸¥© § ¤ ·¨,

ª®£¤  ¬» ¨§³· ¥¬ ®¤­³ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ �, ¢ ª ·¥±²¢¥ 
 ¬»

¢»¡¨° ¥¬ R
1, A = B ¥±²¼ �- «£¥¡°  ¡®°¥«¥¢±ª¨µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢.

�®£¤  P ¥±²¼ ­¥ª®²®°®¥ ±¥¬¥±²¢® ¢®§¬®¦­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨© ±«³-

· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �. �¨¦¥ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢

¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±¥¬¥©±²¢ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©.

�°¨¬¥°». 1. � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �¥°­³««¨ { ½²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �, ª®²®° ¿ ¯°¨­¨¬ ¥² ¤¢  §­ ·¥­¨¿: 1 - ± ¢¥-

°®¿²­®±²¼¾ p ¨ 0 - ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ 1�p. �¨±«® p 2 (0; 1) ¿¢«¿¥²±¿

¯ ° ¬¥²°®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�«¿ ½²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

M(�) = p ; D(�) = p(1� p) :

2. �¨­®¬¨ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ { ½²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³-

· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �, ª®²®° ¿ ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ 0; 1; : : : ; n ± ¢¥-

°®¿²­®±²¿¬¨

P (� = m) = C
m

n
p
m(1� p)n�m :
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�¥«®¥ ·¨±«® n � 1 ¨ p 2 (0; 1) ¿¢«¿¾²±¿ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¿.

�«¿ ½²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

M(�) = np ; D(�) = np(1� p) :

3. � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �³ ±±®­  { ½²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®©

¢¥«¨·¨­» �, ª®²®° ¿ ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ 0; 1; : : : ± ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨

P (� = m) =
�
m

m!
e
��

:

�¨±«® � > 0 ¿¢«¿¥²±¿ ¯ ° ¬¥²°®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�«¿ ½²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

M(�) = � ; D(�) = � :

4. �¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ { ½²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³-

· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �, ª®²®° ¿ ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ 1; 2 : : : ± ¢¥°®¿²-

­®±²¿¬¨

P (� = m) = p(1� p)m�1 :

�¨±«® p 2 (0; 1) ¿¢«¿¥²±¿ ¯ ° ¬¥²°®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�«¿ ½²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

M(�) =
1

p

; D(�) =
1� p

p
2

:

5. �²°¨¶ ²¥«¼­®¥ ¡¨­®¬¨ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ { ½²® ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �, ª®²®° ¿ ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿

r; r + 1 : : : ± ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨

P (� = m) = C
r�1
m�1p

r(1� p)m�r :

�¥«®¥ ·¨±«® r � 1 ¨ p 2 (0; 1) ¿¢«¿¾²±¿ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¿. �°¨ r = 1 ¯®«³· ¥¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥.

�«¿ ½²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

M(�) =
r

p

; D(�) = r

1� p

p
2

:
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6. � ¢­®¬¥°­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ®²°¥§ª¥ (a; b) { ½²® ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �, ª®²®° ¿ ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ :

��(y) =

8<
:

1
b�a ; y 2 (a; b) ;

0 ; ¢ ¯°: ±«:

�¨±«  a ¨ b, a < b, ¿¢«¿¾²±¿ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�«¿ ½²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

M(�) =
a+ b

2
; D(�) =

(b � a)2

12
:

7. �®ª § ²¥«¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ { ½²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³-

· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �, ª®²®° ¿ ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«¥-

¤³¾¹¥£® ¢¨¤ :

��(y) =

8<
: �e

��y
; y > 0 ;

0 ; ¢ ¯°: ±«:

�¨±«® � > 0 ¿¢«¿¥²±¿ ¯ ° ¬¥²°®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�«¿ ½²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

M(�) =
1

�

; D(�) =
1

�
2
:

8. � ¬¬ -° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ { ½²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨-

·¨­» �, ª®²®° ¿ ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ :

��(y) =

8<
:

�
�

�(�)
y
��1

e
��y

; y > 0 ;

0 ; ¢ ¯°: ±«:

�¨±«  � > 0 ¨ � > 0 ¿¢«¿¾²±¿ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�°¨ � = 1 ¨ � = � ¯®«³· ¥¬ ¯®ª § ²¥«¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥.

�«¿ ½²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

M(�) =
�

�

; D(�) =
�

�
2
:
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9. �¥² -° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ { ½²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨-

·¨­» �, ª®²®° ¿ ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ :

��(y) =

8<
:

�(r+s)
�(r)�(s)

y
r�1(1� y)s�1 ; 0 < y < 1 ;

0 ; ¢ ¯°: ±«:

�¨±«  r > 0 ¨ s > 0 ¿¢«¿¾²±¿ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �°¨

r = s = 1 ¯®«³· ¥¬ ° ¢­®¬¥°­®¥ ­  [0,1] ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥.

�«¿ ½²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

M(�) =
r

r + s

; D(�) =
rs

(r + s)2(r + s+ 1)
:

10. �®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ { ½²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©-

­®© ¢¥«¨·¨­» �, ª®²®° ¿ ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«¥¤³¾-

¹¥£® ¢¨¤ :

��(y) =
1p
2��2

e
� (y�a)2

2�2 ; y 2 R
1
:

�¨±«  a 2 R
1 ¨ �

2
> 0 ¿¢«¿¾²±¿ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�«¿ ½²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

M(�) = a ; D(�) = �
2
:

11.� ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �®¸¨ { ½²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨-

·¨­» �, ª®²®° ¿ ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ :

��(y) =
1

�

1

1 +
�
y�a
b

�2 :

�¨±«  a 2 R
1 ¨ b > 0 ¿¢«¿¾²±¿ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥ ¨¬¥¥² ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿ ¨ ¤¨±-

¯¥°±¨¨.

12. �¤¢¨£-¬ ±¸² ¡­®¥ ±¥¬¥©±²¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©.

�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­³¾ ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (y).

�¥¬¥©±²¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©

P =

(
F (y; a; b) := F

 
y � a

b

!)
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­ §»¢ ¥²±¿ ±¤¢¨£-¬ ±¸² ¡­»¬. �¨±«  a 2 R
1 ¨ b > 0 ­ §»¢ -

¾²±¿ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ±¤¢¨£  ¨ ¬ ±¸² ¡  ±®®²¢¥²±²¢¥­­®.

�±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¯«®²­®±²¼ �(y) = d

dy
F (y), ²®

�(y; a; b) =
1

b

�

 
y � a

b

!
:

�«¿ ½²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

M(�) = b � a0 + a ; D(�) = b
2
�
2
;

£¤¥ a0 ¨ �
2 ¥±²¼ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¿ ¤«¿ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨§ ­ ¸¥£® ±¥¬¥©±²¢  ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ a = 0, b = 1 (¥±«¨

®­¨ ±³¹¥±²¢³¾²).

3.2 �®·¥·­»¥ ®¶¥­ª¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¨ ¨µ ±¢®©±²¢ 

�±­®¢­®© § ¤ ·¥© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¢»¡®° ­¥-

¨§¢¥±²­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ¨±¯®«¼§³¿ ¨¬¥¾¹¨¥±¿ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼-

­»¥ ¤ ­­»¥. �±«¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ � ± ­¥¨§¢¥±²-

­»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¨§ ­¥ª®²®°®£® ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®£® ±¥¬¥©±²¢ 

P = fP�; � 2 � � Rmg, ²® ®±­®¢­ ¿ § ¤ ·  ±¢®¤¨²±¿ ª ®¶¥­ª¥

­¥¨§¢¥±²­»µ ¯ ° ¬¥²°®¢. �ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»¬¨ ¤ ­­»¬¨ ¢ ­ ¸¥©

§ ¤ ·¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¢²®°­ ¿ ¢»¡®°ª  x = (x1; : : : ; xN ). �²® §­ ·¨²

¯®±²°®¨²¼ ®¶¥­ª³? � ª®­ª°¥²­®© ±¨²³ ¶¨¨ ¬» ¤®«¦­» ¤«¿ § ¤ ­-

­®£® ­ ¡®°  ·¨±¥« x1; : : : ; xN ³ª § ²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¨¬ §­ ·¥-

­¨¥ ¯ ° ¬¥²°  �. � ±±¬ ²°¨¢ ¿ § ¤ ·³ ¡®«¥¥ ®¡¹®, ± ²¥®°¥²¨·¥±-

ª®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿, ¬» ¤®«¦­» ³ª § ²¼ ¯° ¢¨«®, ¯® ª®²®°®¬³ ª ¦-

¤®© ¢»¡®°ª¥ x = (x1; : : : ; xN) ±®¯®±² ¢«¿¥²±¿ ­¥ª®²®°®¥ §­ ·¥­¨¥

¯ ° ¬¥²°  �. �²® ¯°¨¢®¤¨² ­ ± ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ®¯°¥¤¥«¥­¨¾.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2 . �¶¥­ª®© ¯ ° ¬¥²°  � ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼-

­ ¿ ´³­ª¶¨¿ �̂ ¨§ ¢»¡®°®·­®£® ¯°®±²° ­±²¢  X ¢ ¯°®±²° ­±²¢®

¯ ° ¬¥²°®¢ � � Rm.

�»¸¥ ¬» «¾¡³¾ ´³­ª¶¨¾ ®² ¢»¡®°ª¨ ­ §¢ «¨ ±² ²¨±²¨ª®©. �±-

«¨ ®­  ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¢ ¶¥«¿µ ®¶¥­¨¢ ­¨¿ ­¥¨§¢¥±²­®£® ¯ ° ¬¥²° ,
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²® ®­  ­ §»¢ ¥²±¿ ®¶¥­ª®©. � ½²®¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¶¥­-

ª¨ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ «¾¡ ¿ ´³­ª¶¨¿ ®² ¢»¡®°ª¨. �±­®, ·²® ­¥ «¾¡ ¿

² ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ¡³¤¥² "µ®°®¸¥©" ®¶¥­ª®©. � «¥¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬

­¥ª®²®°»¥ ±¢®©±²¢ , ª®²®°»¬¨ ¤®«¦­» ®¡« ¤ ²¼ "µ®°®¸¨¥" ®¶¥­-

ª¨. � ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼ ° ­¥¥, ±¢®©±²¢  ®¶¥­®ª ¡³¤³² ¨§³· ²¼±¿ "¢

±°¥¤­¥¬", ª®£¤  ¯°¥¤«®¦¥­­ ¿ ¯°®¶¥¤³°  ¯°¨¬¥­¿¥²±¿ ¬­®£®ª° ²-

­® ¢ ¤«¨­­®© ±¥°¨¨ ¨±¯»² ­¨©. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬

¢»¡®°ª³ ª ª ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° X = (X1; : : : ; XN). �® ²®£¤  ®¶¥­ª 

�̂ ¿¢«¿¥²±¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®© �̂ = �̂N(X) = �̂N(X1; : : : ; XN).

�°¨ ¢»·¨±«¥­¨¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿ ¨«¨ ¢¥°®¿²­®±²¨

¬» ¤®«¦­» ³ª § ²¼ ª ª®¥ ¨¬¥­­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ P ¨§ ­ ¸¥£® ±¥-

¬¥©±²¢  P ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬. �«¿ ½²®£® ¬» ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ®¡®-

§­ ·¥­¨¿ M� ¨ P�, ª®²®°»¥ ®§­ · ¾², ·²® ¬» ¢»·¨±«¿¥¬ ¬ ²¥¬ -

²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨, ·²® ¨±²¨­-

­»¬ §­ ·¥­¨¥¬ ¯ ° ¬¥²°  ¿¢«¿¥²±¿ �.

�¨¦¥ ¬» ¯¥°¥·¨±«¨¬ ­¥ª®²®°»¥ ±¢®©±²¢ , ª®²®°»¥ ®¡»·­® ²°¥-

¡³¾² ®² "µ®°®¸¨µ" ®¶¥­®ª. �«¿ ¯°®±²®²» ®¡®§­ ·¥­¨© ¬» ¯°¥¤-

¯®« £ ¥¬, ·²® ¬» ¨¬¥¥¬ ®¤¨­ ­¥¨§¢¥±²­»© ¯ ° ¬¥²° �, ²® ¥±²¼

m = 1.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3 . �¶¥­ª  �̂ = �̂N(X1; : : : ; XN) ¯ ° ¬¥²°  � ­ §»-

¢ ¥²±¿ ­¥±¬¥¹¥­­®©, ¥±«¨

M�(�̂N(X)) = � 8� 2 �:

� ±¨«³ ±´®°¬³«¨°®¢ ­­®© ¢ x2 ²¥®°¥¬» ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ¢»¡®°®·-

­»¥ ¬®¬¥­²» ¿¢«¿¾²±¿ ­¥±¬¥¹¥­­»¬¨ ®¶¥­ª ¬¨ ¨±²¨­­»µ ¬®-

¬¥­²®¢. � ¯°¨¬¥°, M(�x) = a = M(�). �® ¦¥ ± ¬®¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢®

®²­®±¨²¥«¼­® «¨­¥©­»µ ´³­ª¶¨© ®² ¬®¬¥­²®¢. �® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥,

¥±«¨ ¯ ° ¬¥²° ¥±²¼ ­¥ª®²®° ¿ ´³­ª¶¨¿ ®² ­ · «¼­®£® ¬®¬¥­² , ²®,

¯®¤±² ¢«¿¿ ¢ ­¥¥ ¢»¡®°®·­»© ¬®¬¥­², ¬» ¯®«³·¨¬ ±¬¥¹¥­­³¾

®¶¥­ª³. �  ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ­¿²¨¿µ ¬» ¢»¿±­¨¬, ·²® ¢»¡®°®·­ ¿

¤¨±¯¥°±¨¿

S
2 =

1

N

NX
k=1

(Xk � �
X)2
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¿¢«¿¥²±¿ ±¬¥¹¥­­®© ®¶¥­ª®© ¤«¿ �
2 = D(�), ² ª ª ª

M(S2) =
N � 1

N

�
2
:

�¥±¬¥¹¥­­®© ®¶¥­ª®© ¤«¿ �
2 ¿¢«¿¥²±¿ ² ª ­ §»¢ ¥¬ ¿ ¨±¯° ¢-

«¥­­ ¿ ¢»¡®°®·­ ¿ ¤¨±¯¥°±¨¿

S
2
1 =

1

N � 1

NX
k=1

(Xk � �
X)2:

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4 . �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ®¶¥­®ª f�̂N(X); N � N0g
¯ ° ¬¥²°  � ­ §»¢ ¥²±¿ ±®±²®¿²¥«¼­®©, ¥±«¨

�̂N(X)
P��! � 8� 2 �:

�­®£¤  ±«®¢® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ®¯³±ª ¾² ¨ £®¢®°¿², ·²® ®¶¥­ª¨

�̂N ±®±²®¿²¥«¼­», µ®²¿ ½²® ¨ ­¥ ²®·­®. �­®¢¼ ®¡° ¹ ¿±¼ ª ²¥®°¥-

¬¥ ¨§ x2, ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ¢»¡®°®·­»¥ ¬®¬¥­²» ¿¢«¿¾²±¿ ±®±²®¿-

²¥«¼­»¬¨ ®¶¥­ª ¬¨ ¨±²¨­­»µ ¬®¬¥­²®¢. � ¯°¨¬¥°, ¢»¡®°®·­®¥

±°¥¤­¥¥ �
X ¿¢«¿¥²±¿ ±®±²®¿²¥«¼­®© ®¶¥­ª®© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨-

¤ ­¨¿ a,   ®¡  ¢ °¨ ­²  ¢»¡®°®·­®© ¤¨±¯¥°±¨¨ S
2 ¨ S

2
1 ¿¢«¿¾²-

±¿ ±®±²®¿²¥«¼­»¬¨ ®¶¥­ª ¬¨ ¤«¿ ¤¨±¯¥°±¨¨ �
2. �°¨¢¥¤¥¬ ¡®«¥¥

±«®¦­»© ¯°¨¬¥°.

� ¤ · . �³±²¼ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ­¥¯°¥°»¢­³¾ ¨

±²°®£® ¬®­®²®­­³¾ ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �®£¤  ¢»¡®°®·­ ¿

¬¥¤¨ ­  ŷ1=2 ¿¢«¿¥²±¿ ­¥±¬¥¹¥­­®© ¨ ±®±²®¿²¥«¼­®© ®¶¥­ª®© ¤«¿

¨±²¨­­®© ¬¥¤¨ ­».

�´®°¬³«¨°®¢ ­­»¥ ¢»¸¥ ¤¢  ±¢®©±²¢  ®¶¥­®ª ­¨·¥£® ­¥ £®¢®-

°¿² ® ²®·­®±²¨ ¯®«³·¥­­»µ ®¶¥­®ª.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5 . �¶¥­ª  �̂ = �̂(X) ­ §»¢ ¥²±¿ ½´´¥ª²¨¢­®©

¨«¨ ­¥±¬¥¹¥­­®© ®¶¥­ª®© ± ¬¨­¨¬ «¼­®© ¤¨±¯¥°±¨¥© (����),

¥±«¨

1. M�(�̂) � � 8�, ²® ¥±²¼ ½²® ­¥±¬¥¹¥­­ ¿ ®¶¥­ª ;

2. M�(�̂ � �)2 �M�(~� � �)2 8�,
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£¤¥ ~
� | «¾¡ ¿ ¤°³£ ¿ ­¥±¬¥¹¥­­ ¿ ®¶¥­ª  ¤«¿ ¯ ° ¬¥²°  �.

�´´¥ª²¨¢­ ¿ ®¶¥­ª  ¿¢«¿¥²±¿ ®¯²¨¬ «¼­®© ¢ ±°¥¤­¥¬ ª¢ ¤-

° ²¨·¥±ª®¬ ®¶¥­ª®© ¢ ª« ±±¥ ­¥±¬¥¹¥­­»µ ®¶¥­®ª (±¬. ²¥¬³

"�¨«¼¡¥°²®¢® ¯°®±²° ­±²¢® ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­").

�®§¦¥ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¢»¡®°®·­®¥ ±°¥¤­¥¥ �
X ¿¢«¿¥²±¿ ½´´¥ª-

²¨¢­®© ®¶¥­ª®© ¯ ° ¬¥²°  a ¢ ª« ±±¥ ­®°¬ «¼­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©.

� °¥ «¼­»µ § ¤ · µ ­ ¬ ­¥®¡µ®¤¨¬® ­¥ ¯°®±²® ³ª § ²¼ ®¶¥­ª³

­¥¨§¢¥±²­®£® ¯ ° ¬¥²° , ­® ¨ ³¬¥²¼ ®¶¥­¨¢ ²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨ ° §-

«¨·­»µ ®²ª«®­¥­¨© ½²®© ®¶¥­ª¨ ®² ¨±²¨­­®£® ¯ ° ¬¥²° . � ½²®¬

±«³· ¥ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®«¥§­»¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯®­¿²¨¥.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6 . �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ®¶¥­®ª f�̂N ; N � N0g ­ -

§»¢ ¥²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ­®°¬ «¼­®©, ¥±«¨ 8N � N0 ±³¹¥±²-

¢³¾² ª®­±² ­²» AN(�) 2 R1 ¨ BN(�) > 0 ² ª¨¥, ·²® ±«³· ©­ ¿

¢¥«¨·¨­ 

�̂N �AN(�)

BN(�)

¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ±² ­¤ °²­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥,

²® ¥±²¼ ¥¥ ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±µ®¤¨²±¿ ª ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¿ ±² ­¤ °²­®£® ­®°¬ «¼­®£® § ª®­ .

�¥®°¥¬  ¨§ x2 £®¢®°¨² ­ ¬, ·²® ¢»¡®°®·­»¥ ¬®¬¥­²» ¿¢«¿¾²±¿

 ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ­®°¬ «¼­»¬¨ ®¶¥­ª ¬¨ ¨±²¨­­»µ ¬®¬¥­²®¢. �

· ±²­®±²¨, ¢»¡®°®·­®¥ ±°¥¤­¥¥ �
X ¿¢«¿¥²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ­®°-

¬ «¼­®© ®¶¥­ª®© ¤«¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿.

� ¬¥· ­¨¥. �­®£¤  ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ «®¦­®¥ ¢¯¥· ²«¥­¨¥, ·²® ¢»-

¡®°®·­®¥ ±°¥¤­¥¥ �
X ¿¢«¿¥²±¿ ­¥ª®²®°®© ³­¨¢¥°± «¼­®© ®¶¥­ª®©

¶¥­²°  ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ª®²®° ¿ µ®°®¸  ¢® ¢±¥µ ±«³· ¿µ. � ±±¬®²-

°¨¬ ±¥¬¥©±²¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨© �®¸¨ ± ¯«®²­®±²¿¬¨

�(y; �) =
1

�

� 1

1 + (y � �)2
; y 2 R1:

�«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ± ² ª¨¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ­¥ ¨¬¥¥² ¬ ²¥¬ -

²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿. �±«¨ X = (X1; : : : ; XN) ¥±²¼ ¯®¢²®°­ ¿ ¢»-
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¡®°ª  ¨§ ² ª®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ²® ¢»¡®°®·­®¥ ±°¥¤­¥¥

�
X =

1

N

NX
k=1

Xk

®¤¨­ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­® ± �. �²±¾¤  ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® �
X ­¥ ¿¢«¿¥²±¿

­¥±¬¥¹¥­­®©,   ² ª¦¥ ±®±²®¿²¥«¼­®© ¨  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ­®°¬ «¼-

­®©. � ½²®¬ ±«³· ¥ µ®°®¸¥© ®¶¥­ª®© ¤«¿ ¶¥­²°  ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ �

¿¢«¿¥²±¿ ¢»¡®°®·­ ¿ ¬¥¤¨ ­  ŷ1=2.

3.3 �¥° ¢¥­±²¢® � ®-�° ¬¥° 

�»¸¥ ¬» ¤ «¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ½´´¥ª²¨¢­®© ®¶¥­ª¨ ¨ ®²¬¥²¨«¨, ·²®

®­  ¿¢«¿¥²±¿ ®¯²¨¬ «¼­®© ¢ ±°¥¤­¥¬ ª¢ ¤° ²¨·¥±ª®¬ ¢ ª« ±±¥ ¢±¥µ

­¥±¬¥¹¥­­»µ ®¶¥­®ª. �® ®±² «±¿ ®²ª°»²»¬ ¢®¯°®± ® ²®¬, ª ª ¢

ª®­ª°¥²­®© § ¤ ·¥ ­ ©²¨ ² ª³¾ ®¯²¨¬ «¼­³¾ ®¶¥­ª³. �§-§  ­¥¤®-

±² ²ª  ¢°¥¬¥­¨ ¬» ­¥ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¬¥²®¤» ¯®±²°®¥­¨¿

½´´¥ª²¨¢­»µ ®¶¥­®ª. �¬¥±²® ½²®£® ¬» ¤®ª ¦¥¬ ­¥ª®²®°»© °¥-

§³«¼² ², ª®²®°»© ¯®§¢®«¨² ¤«¿ ª®­ª°¥²­®© ®¶¥­ª¨ ¤®ª § ²¼, ·²®

®­  ¿¢«¿¥²±¿ ½´´¥ª²¨¢­®©.

� ¯®¬­¨¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ½´´¥ª²¨¢­®© ®¶¥­ª¨: �̂N = �̂N(X) ¿¢«¿-

¥²±¿ ½´´¥ª²¨¢­®©, ¥±«¨ ®­  ­¥±¬¥¹¥­­ ¿ ¨ ¤«¿ «¾¡®© ¤°³£®©

­¥±¬¥¹¥­­®© ®¶¥­ª¨ ~
�N = ~

�N(X) ¬» ¨¬¥¥¬

D�(�̂N) � D�(~�N):

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬» ­ ¸«¨ ­¥ª®²®°³¾ ­¨¦­¾¾ £° ­¨¶³ ¤«¿

¤¨±¯¥°±¨© ¢±¥µ ­¥±¬¥¹¥­­»µ ®¶¥­®ª. �±«¨ ½²  £° ­¨¶  ¤®±²¨£ ¥²-

±¿ ­  ­¥ª®²®°®© ª®­ª°¥²­®© ­¥±¬¥¹¥­­®© ®¶¥­ª¥, ²® ®­  ¨ ¡³¤¥²

½´´¥ª²¨¢­®©. �¨¦¥ ¬» ¯®«³·¨¬ ² ª³¾ ­¨¦­¾¾ £° ­¨¶³.

�¢¥¤¥¬ ¢­ · «¥ ­¥ª®²®°³¾ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼­³¾ ¢¥«¨·¨­³. �³±²¼

±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ �(y; �), £¤¥ � 2 � � R1 |

±ª «¿°­»© ¯ ° ¬¥²° ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7 . �¥«¨·¨­ 

I(�) =
1Z

�1

0
@@ ln �(y; �)

@�

1
A2

�(y; �) dy =M�

0
@@ ln �(�; �)

@�

1
A2
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­ §»¢ ¥²±¿ ¨­´®°¬ ¶¨¥© ¯® �¨¸¥°³, ±®¤¥°¦ ¹¥©±¿ ¢ ®¤­®¬

¨§¬¥°¥­¨¨ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» xi, ® ¯ ° ¬¥²°¥ �.

�±«¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ¯®¢²®°­³¾ ¢»¡®°ª³ X = (X1; : : : ; XN) ¨§ £¥­¥-

° «¼­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ ± ¯«®²­®±²¼¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ �(y; �), ²® ¥¥

±®¢¬¥±²­ ¿ ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤

L(x; �) = �(x1; �) � : : : � �(xN ; �):
�³­ª¶¨¿ L(x; �) ª ª ´³­ª¶¨¿ ®² � ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ x ­ §»¢ -

¥²±¿ ´³­ª¶¨¥© ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿. �­´®°¬ ¶¨¥© ¯® �¨¸¥°³ ® ¯ -

° ¬¥²°¥ �, ±®¤¥°¦ ¹¥©±¿ ¢ ¢»¡®°ª¥ X = (X1; : : : ; XN), ­ §»¢ ¥²±¿

¢¥«¨·¨­ 

IN(�) =
Z
R
N

0
@@ lnL(x; �)

@�

1
A2

L(x; �) dx1 : : : dxN =M�

0
@@ lnL(X; �)

@�

1
A2

:

�¥²°³¤­® ¯®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ¯®¢²®°­®© ¢»¡®°ª¨ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±®®²-

­®¸¥­¨¥

IN(�) = N � I(�):
�±«¨ � ¨¬¥¥² ¤¨±ª°¥²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, ²® ¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¨­´®°-

¬ ¶¨¨ ¯® �¨¸¥°³ ¯«®²­®±²¼ ­³¦­® § ¬¥­¨²¼ ­  ¢¥°®¿²­®±²¼,  

¨­²¥£° « ­  ±³¬¬³.

�´®°¬³«¨°®¢ ­­ ¿ ­¨¦¥ ²¥®°¥¬  ±¯° ¢¥¤«¨¢ , ¥±«¨ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» � ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ­¥ª®²®-

°»¬ ³±«®¢¨¿¬ °¥£³«¿°­®±²¨. � ±¨«³ £°®¬®§¤ª®±²¨ ½²¨µ ³±«®¢¨©

¬» ­¥ ¡³¤¥¬ ¢»¯¨±»¢ ²¼ ¨µ ¢ ¿¢­®¬ ¢¨¤¥. �²¬¥²¨¬ ²®«¼ª®, ·²®

½²¨ ³±«®¢¨¿ £ ° ­²¨°³¾² ­ ¬ ¢®§¬®¦­®±²¼ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿

¯® ¯ ° ¬¥²°³ ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° «  (¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿).

�» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ­¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ®¡¹³¾ § ¤ ·³, ª®£¤ 

®¶¥­¨¢ ¥²±¿ ­¥ª®²®° ¿ ¢¥¹¥±²¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ g(�) ®² ±ª «¿°­®£®

¯ ° ¬¥²°  � 2 � � R1.

�¥®°¥¬  2 . �³±²¼ ĝN = ĝN(X) | ­¥ª®²®° ¿ ­¥±¬¥¹¥­­ ¿ ®¶¥­-

ª  ¤«¿ ¢¥¹¥±²¢¥­­®© ´³­ª¶¨¨ g(�) ®² ¯ ° ¬¥²°  �, ¯®±²°®¥­­ ¿
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¯® ¯®¢²®°­®© ¢»¡®°ª¥ X = (X1; : : : ; XN) ¨§ £¥­¥° «¼­®© ±®¢®ª³¯­®±-

²¨ ± ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (y; �), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ³±«®¢¨¿¬

°¥£³«¿°­®±²¨. �®£¤  ¨¬¥¥² ¬¥±²® ­¥° ¢¥­±²¢®

D�(ĝN) � [g0(�)]
2

N � I(�) ; (1)

­ §»¢ ¥¬®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®¬ � ®-�° ¬¥° .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �§ ±¢®©±²¢ ¯«®²­®±²¨ ¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­¥±¬¥-

¹¥­­®© ®¶¥­ª¨ ¯®«³· ¥¬:

M�L(X; �) =
Z
R
N

L(x; �) dx1 : : : dxN � 1; (2)

M�(ĝN) =
Z
R
N

ĝN(x) � L(x; �) dx = g(�): (3)

�¨´´¥°¥­¶¨°³¿ (2) ¨ (3) ¯® � (§¤¥±¼ ­³¦­» ³±«®¢¨¿ °¥£³«¿°­®±-

²¨), ¯®«³· ¥¬

� =
Z
R
N

@

@�

L(x; �) dx; (4)

g
0(�) =

Z
R
N

ĝN(x)
@

@�

L(x; �) dx: (5)

�¬­®¦¨¬ (4) ­  g(�) ¨ ¢»·²¥¬ ¯®·«¥­­® ¨§ (5):

g
0(�) =

R
R
N

(ĝN(x)� g(�)) � @

@�
L(x; �) dx =

=
R
R
N

(ĝN(x) � g(�)) � @

@�
L(x;�)
L(x;�) � L(x; �) dx =

=
R
R
N

(ĝN(x) � g(�)) � @

@�
lnL(x; �) � L(x; �) dx =

=M�

h
(ĝN(X) � g(�)) � @

@�
lnL(X; �)

i
:

(6)

�°¨¬¥­¨¬ ª (6) ­¥° ¢¥­±²¢® �®¸¨-�³­¿ª®¢±ª®£®:

(g0(�))
2
=
h
M�(ĝN(X) � g(�))

�
@

@�
lnL(X; �)

�i2 �
�M�(ĝN(X) � g(�))

2 �M�

�
@

@�
lnL(X; �)

�2
=

= D�(ĝN) � IN(�):
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�²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.

�°¨¬¥°. � ¨¬¥¥² ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ a

¨ �
2. � ± ¨­²¥°¥±³¥² ¯ ° ¬¥²° � = a. � ª ·¥±²¢¥ ®¶¥­ª¨ a ¯°¥¤-

« £ ¥²±¿ ¢»¡®°®·­®¥ ±°¥¤­¥¥

�
X =

1

N

NX
k=1

Xk:

�®ª ¦¥¬, ·²® ½²® ½´´¥ª²¨¢­ ¿ ®¶¥­ª . � ­ ¸¥¬ ±«³· ¥ g(�) = �,

g
0(�) � 1, I(�) = 1=�2. �®£¤ 

D�( �X) =
�
2

N

=
1

N=�
2
=

1

IN(�)
:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ­¨¦­¿¿ £° ­¨¶  ¤«¿ ¤¨±¯¥°±¨© ­¥±¬¥¹¥­­»µ ®¶¥-

­®ª ¤®±²¨£ ¥²±¿.

3.4 �¥²®¤» ¯®±²°®¥­¨¿ ®¶¥­®ª

� § ª«¾·¥­¨¥ ½²®£® ¯ ° £° ´  ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ­ ¨¡®«¥¥ ¯®¯³«¿°-

­»µ ¬¥²®¤  ¯®±²°®¥­¨¿ ®¶¥­®ª.

a) �¥²®¤ ¬®¬¥­²®¢.

�³±²¼ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

F�(y; �1; : : : ; �m), ª®²®° ¿ ±®¤¥°¦¨² ­¥±ª®«¼ª® ­¥¨§¢¥±²­»µ ¯ ° -

¬¥²°®¢,   ¢ ®±² «¼­®¬ ¢¨¤ ½²®© ´³­ª¶¨¨ ¨§¢¥±²¥­. �®£¤  ¬» ¬®-

¦¥¬ ¢»·¨±«¨²¼ ­¥±ª®«¼ª® ¯¥°¢»µ ¬®¬¥­²®¢
8>>>>>><
>>>>>>:

M� = f1(�1; : : : ; �m) = �1;

M�
2 = f2(�1; : : : ; �m) = �2;

: : : ;

M�
m = fm(�1; : : : ; �m) = �m;

ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ´³­ª¶¨¿¬¨ ®² ­¥¨§¢¥±²­»µ ¯ ° ¬¥²°®¢ �1,

: : : ; �m. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬» °¥¸¨«¨ ½²¨ ³° ¢­¥­¨¿ ®²­®±¨²¥«¼-

­® ¯ ° ¬¥²°®¢: 8>>><
>>>:

�1 = g1(�1; : : : ; �m);

: : : ;

�m = gm(�1; : : : ; �m):

(7)
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� ­ · «¥ ½²®£® ¯ ° £° ´  ¬» ¢»¿±­¨«¨, ·²® µ®°®¸¨¬¨ ®¶¥­ª -

¬¨ ¤«¿ ¬®¬¥­²®¢ ¿¢«¿¾²±¿ ¨µ ¢»¡®°®·­»¥  ­ «®£¨ �̂1; : : : ; �̂m.

�®¤±² ¢«¿¿ ¨µ ¢ ³° ¢­¥­¨¿ (7) ¬» ¯®«³·¨¬ ®¶¥­ª¨ �̂1; : : : ; �̂m,

¯®±²°®¥­­»¥ ¯® ¬¥²®¤³ ¬®¬¥­²®¢.

�°¨¬¥°. � ¨¬¥¥² ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ a =

�1 ¨ �
2 = �2. �» §­ ¥¬, ·²® a = M� = �1, �

2 = D(�) = M�
2 �

(M�)2 = �2 � �
2
1 . �²±¾¤  ¯®«³· ¥¬

â = �
X = 1

N

NP
k=1

Xk;

�̂
2 = �̂2 � (�̂1)

2 = 1
N

NP
k=1

X
2
k
� ( �X)2 = 1

N

NP
k=1

(xk � �
X)2 = S

2
:

� ¬¥· ­¨¥. �¥²®¤ ¬®¬¥­²®¢ ª ª ¯° ¢¨«® ¤ ¥² ±®±²®¿²¥«¼­»¥

®¶¥­ª¨, ­® ®­¨ ¬®£³² ¡»²¼ ±¬¥¹¥­­»¬¨ ¨ ­¥ ½´´¥ª²¨¢­»¬¨. �²®²

¬¥²®¤ ¿¢«¿¥²±¿ ¤®¢®«¼­® ¯°®±²»¬ ± ¢»·¨±«¨²¥«¼­®© ²®·ª¨ §°¥-

­¨¿.

b) �¥²®¤ ­ ¨¡®«¼¸¥£® ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿.

�²®² ¬¥²®¤ ®±­®¢ ­ ­  ¨­²³¨²¨¢­®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¨ ® ²®¬, ·²®

°¥ «¨§³¾²±¿ ¢ ±«³· ©­®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥ ²¥ ±®¡»²¨¿, ª®²®°»¥ ¨¬¥-

¾² ¡®«¼¸¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨. �¡° ¹ ¿ ½²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥, ¬» ¯°¨µ®-

¤¨¬ ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯°¨­¶¨¯³ ­ ¨¡®«¼¸¥£® ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿:

¯°¨ § ¤ ­­®¬ ­ ¡®°¥ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»µ ¤ ­­»µ ­³¦­® ¢»¡¨° ²¼

²³ ¬®¤¥«¼, ¤«¿ ª®²®°®© ½²¨ ¤ ­­»¥ ­ ¨¡®«¥¥ ¢¥°®¿²­». �°¨¬¥-

­¨¬ ½²®² ¯°¨­¶¨¯ ª ®¶¥­ª¥ ¯ ° ¬¥²°®¢.

�³±²¼ � | ¤¨±ª°¥²­ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ¢¥°®¿²­®±²¨ §­ ·¥-

­¨© y ª®²®°®© ¢»·¨±«¿¾²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ­¥ª®²®°®© ´³­ª¶¨¨

p(y; �1; : : : ; �m) = p(y; �). �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ª®­ª°¥²­³¾ ¯®¢²®°­³¾

¢»¡®°ª³ x = (x1; : : : ; xN). �»·¨±«¨¬ ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¿¢«¥­¨¿ ¨¬¥­-

­® ² ª¨µ §­ ·¥­¨©:

L(x; �) = p(x1; �) � : : : � p(xN ; �):
�»¸¥ ¬» ­ §¢ «¨ L(x; �) ´³­ª¶¨¥© ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿. �°¨ ´¨ª±¨°®-

¢ ­­®¬ x ­ ©¤¥¬ ² ª®¥ �, ª®²®°®¥ ¥±²¼ °¥¸¥­¨¥ ½ª±²°¥¬ «¼­®©

§ ¤ ·¨:

L(x; �) �! max
�

:
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�±­®, ·²® ¯°¨ ° §­»µ x ¬» ¡³¤¥¬ ¯®«³· ²¼ ° §­»¥ °¥¸¥­¨¿. � -

ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬» ¯®«³·¨¬ ®¶¥­ª³ �̂N = �̂N(x) | ®¶¥­ª³ ¯® ¬¥-

²®¤³ ­ ¨¡®«¼¸¥£® ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿ (����).

�±«¨ � ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ²® ¢ ´³­ª¶¨¨ ¯° ¢¤®-

¯®¤®¡¨¿ ­³¦­® ¢¥°®¿²­®±²¨ § ¬¥­¨²¼ ­  ¯«®²­®±²¨.

�°¨¬¥°». 1. � ¨¬¥¥² ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨

a = �1 ¨ �
2 = �2. ���� ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¢­®¢¼ ¡³¤³² �

X ¨ S
2.

2. � ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �³ ±±®­  ± ¯ ° ¬¥²°®¬ �. �±«¨ x =

(x1; : : : ; xN) | ¯®¢²®°­ ¿ ¢»¡®°ª , ²®

L(x; �) = �
x1

x1!
e
�� � : : : � �

xN

xN !
e
�� =

�
x1+:::+xN

x1! � : : : � xN !e
�N�

:

� ¬ ­³¦­® ­ ©²¨ ²®·ª³, £¤¥ ¤®±²¨£ ¥²±¿ ½ª±²°¥¬³¬,   ­¥ ¢¥«¨·¨-

­³ ½ª±²°¥¬³¬ . �®½²®¬³ «¾¡ ¿ ¬®­®²®­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ®² ´³­ª¶¨¨

¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿ ¤ ¥² ²®² ¦¥ °¥§³«¼² ². � ­ ¸¥¬ ±«³· ¥ ³¤®¡­® ¯¥-

°¥©²¨ ª «®£ °¨´¬ ¬.

L(x; �) = lnL(x; �) = (x1+ : : :+ xN ) � ln��N � �� ln(x1! � : : : � xN !):
@L(x;�)

@�
= (x1+:::+xN )

�
�N = 0

=) �̂ = 1
N
(x1 + : : :+ xN) = �

X:

�¥±«®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ½²® ²®·ª  ­ ¨¡®«¼¸¥£® §­ ·¥­¨¿ ¤«¿

L(x; �).
�¥°¥·¨±«¨¬ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ­¥ª®²®°»¥ ±¢®©±²¢  ����. �±-

«¨ ¢»¯®«­¥­» ­¥ª®²®°»¥ ³±«®¢¨¿ °¥£³«¿°­®±²¨ ¤«¿ ´³­ª¶¨¨ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (y; �) ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �, ²® ���� �̂N ®¡« ¤ ¾²

±¢®©±²¢ ¬¨:

1. �̂N | ±®±²®¿²¥«¼­»,

2. �̂N |  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ­®°¬ «¼­»,

3. �̂N |  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ½´´¥ª²¨¢­».
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�« ¢  4

�­²¥°¢ «¼­»¥ ®¶¥­ª¨ ¯ ° ¬¥²°®¢

4.1 �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¤®¢¥°¨²¥«¼­®£® ¨­²¥°¢ « 

�® ±¨µ ¯®° ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¶¥­ª¨ ¬» ³ª §»¢ «¨ ­¥ª®²®°®¥ ª®­ª°¥²­®¥

§­ ·¥­¨¥ �̂N ¯ ° ¬¥²° . �® ¢ °¥ «¼­®© § ¤ ·¥ ¤ ¦¥ ± ¬ ¿ µ®°®¸ ¿

®¶¥­ª , ª®²®° ¿ ¢®§¬®¦­  ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ±¨²³ ¶¨¨, ¬®¦¥²

®ª § ²¼±¿ ­¥³¤®¢«¥²¢®°¨²¥«¼­®©, ² ª ª ª ­¥ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ­³¦­®©

²®·­®±²¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» µ®²¥«¨ ¡» ¤®¯®«­¨²¼ �̂N ®¶¥­ª®©

²®·­®±²¨, ²® ¥±²¼ ­¥° ¢¥­±²¢®¬ ¢¨¤ 

j�̂N � �j < �:

�®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ­ ¸¥© § ¤ ·¥ ½²®, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ­¥¢®§¬®¦­®, ¥±-

«¨ ­¥ ±¤¥« ²¼ ­¥ª®²®°»µ ®£®¢®°®ª. �²®¡» ¯°®¿±­¨²¼ ±¨²³ ¶¨¾

° ±±¬®²°¨¬

�°¨¬¥°. X = (X1; : : : ; XN) | ¯®¢²®°­ ¿ ¢»¡®°ª  ¨§ £¥­¥° «¼-

­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ ± ­®°¬ «¼­»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬, ¨¬¥¾¹¨¬ ¯ ° -

¬¥²°» a ¨ �
2. �­²¥°¥±³¾¹¨© ­ ± ¯ ° ¬¥²° � = a. �» ³¦¥ §­ ¥¬,

·²® ®¯²¨¬ «¼­®© ®¶¥­ª®© ¿¢«¿¥²±¿ â = �
X . �® ½²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨-

·¨­ , ¨¬¥¾¹ ¿ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±® ±°¥¤­¨¬ a ¨ ¤¨±¯¥°-

±¨¥© �2
=N . � ª ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ¯°¨­¨¬ ¥² «¾¡»¥ §­ ·¥­¨¿

®² �1 ¤® +1. �®½²®¬³ ¤«¿ «¾¡®£® � > 0 ­¥° ¢¥­±²¢®

j �X � aj < �

­ ¢¥°­¿ª  ¢»¯®«­¿²¼±¿ ­¥ ¬®¦¥². �±¥£¤  ¥±²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼­ ¿ ¢¥-

°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ®­® ¡³¤¥² ­¥ ¢»¯®«­¥­®. �® ¯°¨ ¤®±² ²®·-

­® ¡®«¼¸®¬ � ½²  ¢¥°®¿²­®±²¼ ¡³¤¥² ¤®±² ²®·­® ¬ « . �®½²®¬³,

¯° ª²¨·¥±ª¨ ¤®±²®¢¥°­®, ·²® ®­® ¢»¯®«­¥­®. �¥¸ ¿ ­¥° ¢¥­±²¢®

®²­®±¨²¥«¼­® a, ¯®«³· ¥¬

�
X � � < a <

�
X + �:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²®² ¯®¤µ®¤ ¤ ¥² ­ ¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¶¥­ª¨ ­¥ª®²®-

°»© ¨­²¥°¢ «, ª®²®°»© ¯®ª°»¢ ¥² ¨±²¨­­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²° 

± ¡®«¼¸®© ¢¥°®¿²­®±²¼¾.
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¯®¢²®°­³¾ ¢»¡®°ª³

X = (X1; : : : ; XN) ¨§ £¥­¥° «¼­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ ± ´³­ª¶¨¥© ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (y; �), £¤¥ � 2 � � R1 | ±ª «¿°­»© ¯ ° ¬¥²°. �®¢¥-

°¨²¥«¼­»¬ ¨­²¥°¢ «®¬ ³°®¢­¿ 
 ¤«¿ ¯ ° ¬¥²°  � ­ §»¢ ¥²±¿

¨­²¥°¢ « (�̂(1)(X); �̂(2)(X)) ±® ±«³· ©­»¬¨ ª®­¶ ¬¨ ² ª®©, ·²®

P�(�̂
(1)(X) < � < �̂

(2)(X)) � 
 8� 2 �: (1)

�¨±«® 
 ­ §»¢ ¥²±¿ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»¬ ³°®¢­¥¬ ¨­²¥°¢ « .

�¥¬ ¡®«¼¸¥ ·¨±«® 
, ²¥¬ ¢»¸¥ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¨­²¥°¢ «

¯®ª°»¢ ¥² ¨±²¨­­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²° . � ½²®¬ ±¬»±«¥ ·¨±«® 


µ ° ª²¥°¨§³¥² ­ ¤¥¦­®±²¼ ½²®£® ¨­²¥°¢ « . �¢¥«¨·¨¢ ¿ ¤«¨­³

¨­²¥°¢ « , ¬», ¥±²¥±²¢¥­­®, ³¢¥«¨·¨¢ ¥¬ ¨ ¥£® ­ ¤¥¦­®±²¼. �®

¯°¨ ½²®¬ ³¬¥­¼¸ ¥²±¿ ²®·­®±²¼ ­ ¸¥© ®¶¥­ª¨, ª®²®°³¾ ¥±²¥±²-

¢¥­­® µ ° ª²¥°¨§®¢ ²¼ ±°¥¤­¥© ¤«¨­®© ­ ¸¥£® ¨­²¥°¢ « :

l =M�(�̂
(2) � �̂

(1)):


 ¨ l | ½²® ¤¢  "ª®­´«¨ª²³¾¹¨µ" ¯®ª § ²¥«¿. �«³·¸ ¿ ®¤¨­, ¬»

³µ³¤¸ ¥¬ ¤°³£®© ¨ ­ ®¡®°®². �²® ²¨¯¨·­ ¿ ±¨²³ ¶¨¿ ¢ ² ª ­ §»-

¢ ¥¬»µ ¬­®£®ª°¨²¥°¨ «¼­»µ § ¤ · µ. � ½²¨µ § ¤ · µ ­ ¬ ­³¦­®

¢»¡° ²¼ ­¥ª®²®°»© ®¡º¥ª², ª®²®°»© ¡»« ¡» µ®°®¸¨¬ ±° §³ ¯® ­¥-

±ª®«¼ª¨¬ ¯®ª § ²¥«¿¬. � ª ¯° ¢¨«®, ­¥¢®§¬®¦­® ­ ©²¨ ®¡º¥ª²,

ª®²®°»© ¡»« ¡» ­ ¨«³·¸¨¬ ¯® ¢±¥¬ ¯®ª § ²¥«¿¬ ±° §³. � ½²®¬

±«³· ¥ ¯°¨¬¥­¿¾² ±«¥¤³¾¹¨© ¯®¤µ®¤. �» ®²¡¨° ¥¬ ¢±¥ ®¡º¥ª²»,

ª®²®°»¥ ®¡« ¤ ¾² ¤®±² ²®·­® µ®°®¸¨¬¨ (¯³±²¼ ¨ ­¥ ­ ¨«³·¸¨-

¬¨) ±¢®©±²¢ ¬¨ ¯® ­¥ª®²®°»¬ ­ ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­»¬ ¤«¿ ­ ± ª°¨²¥-

°¨¿¬. � ²¥¬ ±°¥¤¨ ®²®¡° ­­»µ ®¡º¥ª²®¢ ±² ° ¾²±¿ ­ ©²¨ ² ª®©,

ª®²®°»© ®¯²¨¬¨§¨°³¥² ®±² «¼­»¥ ª°¨²¥°¨¨. � ­ ¸¥© § ¤ ·¥ ¬»

´¨ª±¨°³¥¬ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»© ³°®¢¥­¼ 
. �¡»·­® ½²® ·¨±«® ¢¨¤  0.9,

0.95, 0.99, ²® ¥±²¼ ¤®±² ²®·­® ¡«¨§ª®¥ ª 1. � ²¥¬ ±°¥¤¨ ¢±¥µ ¤®¢¥°¨-

²¥«¼­»µ ¨­²¥°¢ «®¢ ³°®¢­¿ 
 ¯»² ¾²±¿ ­ ©²¨ ² ª®©, ³ ª®²®°®£®

±°¥¤­¿¿ ¤«¨­  l ¡³¤¥² ­ ¨¬¥­¼¸¥©, ²® ¥±²¼ ­ ¨¡®«¥¥ ²®·­»©.

�¤¨­®£® ¬¥²®¤  ¯®±²°®¥­¨¿ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»µ ¨­²¥°¢ «®¢, ª®²®-

°»© ±° ¡ ²»¢ « ¡» ¢® ¢±¥µ ±«³· ¿µ ¦¨§­¨, ­¥ ±³¹¥±²¢³¥². �® ²¥¬

­¥ ¬¥­¥¥ ¥±²¼ ¤®±² ²®·­® ®¡¹¨¥ ¬¥²®¤», ª®²®°»¥ ¬» ¨§«®¦¨¬
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­¨¦¥. � ·­¥¬ ¬» ± ­ ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­®£® ¯°¨¬¥°  | ­®°¬ «¼­®£®

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

4.2 �¥ª®²®°»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ±¢¿§ ­­»¥ ± ­®°¬ «¼­»¬

�°¨ ¯®±²°®¥­¨¨ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»µ ¨­²¥°¢ «®¢ ¨ ¯°®¢¥°ª¥ £¨¯®²¥§ ®

¯ ° ¬¥²° µ ­®°¬ «¼­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­ ¬ ¯®²°¥¡³¾²±¿ ­¥ª®²®-

°»¥ ±¯¥¶¨ «¼­»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 8 . �³±²¼ �1; �2; : : : ; �n ¥±²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±«³· ©­»¥

¢¥«¨·¨­», ¨¬¥¾¹¨¥ ±² ­¤ °²­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥. � ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­»

�
2
n
:= �

2
1 + : : :+ �

2
n

­ §»¢ ¥²±¿ �
2
-° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ± n ±²¥¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®¤».

�²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¨¤ 

��2
n
(y) =

1

�(n
2
) � 2n=2y

n

2�1e�
1
2y ; y > 0 :

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²® · ±²­»© ±«³· © £ ¬¬ -° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ± � = n

2
,

� = 1
2
.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 9 . �³±²¼ �1; �2; : : : ; �n; �n+1 ¥±²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±«³-

· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­», ¨¬¥¾¹¨¥ ±² ­¤ °²­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥-

­¨¥. � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­»

tn :=
�n+1q

1
n
(�21 + : : :+ �

2
n
)

­ §»¢ ¥²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ �²¼¾¤¥­²  ± n ±²¥¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®¤».

�°®¨±µ®¦¤¥­¨¥ ² ª®£® ­ §¢ ­¨¿ ¬» ®¡º¿±­¨¬ ¯®§¤­¥¥. �²® ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¨¤ 

�tn
(y) =

�(n+1
2
)

�(n
2
)
p
�n

0
@1 + y

2

n

1
A�

n+1
2

; y 2 R
1
:

� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ n = 1 ¯®«³· ¥¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �®¸¨.
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 10 . �³±²¼ �1; �2; : : : ; �n; �n+1; : : : ; �n+m ¥±²¼ ­¥§ ¢¨-

±¨¬»¥ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­», ¨¬¥¾¹¨¥ ±² ­¤ °²­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¥. � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­»

Fn;m :=
1
n
(�21 + : : :+ �n)

1
m
(�2n+1 + : : :+ �

2
n+m)

­ §»¢ ¥²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ �­¥¤¥ª®°  ¨«¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¤¨±¯¥°-

±¨®­­®£® ±®®²­®¸¥­¨¿ �¨¸¥°  ± n ¨ m ±²¥¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®¤».

� ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¬» ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¥£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ �¨¸¥° -

�­¥¤¥ª®° . �­® ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ 

�Fn;m
(y) =

( n
m
)n=2 � �(n+m

2
)

�(n
2
) � �(m

2
)

� y n

2 �
 
1 +

n

m

� y
!� (n+m)

2

; y > 0 :

� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ n = 1 ¯®«³· ¥¬ t
2
m

d
= F1;m, ². ¥. ª¢ ¤° ² ±.

¢. tm, ¨¬¥¾¹¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �²¼¾¤¥­²  ± m ±²¥¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®-

¤», ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �¨¸¥° -�­¥¤¥ª®°  ± 1 ¨ m ±²¥¯¥­¿¬¨

±¢®¡®¤».

�«¿ ¢±¥µ ®¯°¥¤¥«¥­­»µ ¢»¸¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨© ±®±² ¢«¥­» ² ¡«¨-

¶» (±¬., ­ ¯°¨¬¥°, �®«¼¸¥¢ �. �., �¬¨°­®¢ �. �. "� ¡«¨¶» ¬ ²¥-

¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨").

4.3 �®±²°®¥­¨¥ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»µ ¨­²¥°¢ «®¢ ¤«¿ ¯ ° ¬¥²-

°®¢ ­®°¬ «¼­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

�±¾¤³ ¤ «¥¥ ¢ ½²®¬ ° §¤¥«¥ X = (X1; : : : ; XN) ¥±²¼ ¯®¢²®°­ ¿ ¢»-

¡®°ª  ¨§ £¥­¥° «¼­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ ± ­®°¬ «¼­»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨-

¥¬, ¨¬¥¾¹¨¬ ¯ ° ¬¥²°» a ¨ �2. � ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ®¤¨­ °¥§³«¼² ²,

ª®²®°»© ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ .

�¥®°¥¬  3 . �¯°¥¤¥«¨¬

�
X =

1

N

NX
k=1

Xk; S
2
1 =

1

N � 1

NX
k=1

(Xk � �
X)2

| ¢»¡®°®·­®¥ ±°¥¤­¥¥ ¨ ¨±¯° ¢«¥­­³¾ ¢»¡®°®·­³¾ ¤¨±¯¥°±¨¾. �®£-

¤ :
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1. �
X ¨ S

2
1 | ­¥§ ¢¨±¨¬»,

2. �
X ¨¬¥¥² ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥,

3. (N � 1) � S1=�
2
¨¬¥¥² �

2
-° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± N � 1 ±²¥¯¥­¿¬¨

±¢®¡®¤»,

4.
( �X�a)
S1

�
p
N ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �²¼¾¤¥­²  ± N�1 ±²¥¯¥­¿¬¨

±¢®¡®¤».

�» ° §¡¥°¥¬ ®²¤¥«¼­® ­¥±ª®«¼ª® ±«³· ¥¢.

a) � = a, �2 { ¨§¢¥±²­®.

� ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³

Y =
�
X � a

�=

p
N

: (4.1)

� ±¨«³ ²¥®°¥¬» 1 ±. ¢. Y ¨¬¥¥² ±² ­¤ °²­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¥. �® ² ¡«¨¶ ¬ ¤«¿ § ¤ ­­®£® 
 ­ ©¤¥¬ ª®­±² ­²³ C(
), ¤«¿

ª®²®°®©

P (jY j < C(
)) = 
 : (4.2)

�®£¤  ¨§ ±®®²­®¸¥­¨© (1) ¨ (2) ¯®«³· ¥¬

�
X � C(
) � �p

N

< a <
�
X +

C(
) � �p
N

b) � = a, �2 { ­¥¨§¢¥±²­®.

� ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³

tN�1 =
�
X � a

S1

�
p
N : (4.3)

� ±¨«³ ²¥®°¥¬» 1 ±. ¢. tN�1 ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �²¼¾¤¥­²  ±

N � 1 ±²¥¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®¤». �® ² ¡«¨¶ ¬ ¤«¿ § ¤ ­­®£® 
 ­ ©¤¥¬

ª®­±² ­²³ tN�1(
), ¤«¿ ª®²®°®©

P (jtN�1j < tN�1(
)) = 
 : (4.4)
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�®£¤  ¨§ ±®®²­®¸¥­¨© (3) ¨ (4) ¯®«³· ¥¬

�
X � tN�1(
) � S1p

N

< a <
�
X +

tN�1(
) � S1p
N

:

c) � = �
2, a { ­¥¨§¢¥±²­®.

� ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³

�
2
N�1 =

(N � 1) � S2
1

�
2

: (4.5)

� ±¨«³ ²¥®°¥¬» 1 ±. ¢. �2
N�1 ¨¬¥¥² �

2-° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± N � 1 ±²¥-

¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®¤». �® ² ¡«¨¶ ¬ ¤«¿ § ¤ ­­®£® 
 ­ ©¤¥¬ ª®­±² ­²»

�1(
) ¨ C2(
) ¤«¿ ª®²®°»µ

P (�2
N�1 < C1(
)) =

1� 


2
; P (�2

N�1 > C2(
)) =
1� 


2
: (4.6)

�®£¤  ¨§ ±®®²­®¸¥­¨© (5) ¨ (6) ¯®«³· ¥¬

(N � 1)S2
1

C2(
)
< �

2
<

(N � 1)S2
1

C1(
)
:

� ¬¥· ­¨¥. �®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ±«³· ¥¢ a) ¨ b) ¯®±²°®-

¥­­»¥ ¨­²¥°¢ «» ¿¢«¿¾²±¿ ­ ¨¡®«¥¥ ²®·­»¬¨ ±°¥¤¨ ¢±¥µ ¤®¢¥-

°¨²¥«¼­»µ ¨­²¥°¢ «®¢ ³°®¢­¿ 
, ®±­®¢ ­­»µ ­  ±² ²¨±²¨ª µ Y ¨

tN�1. �«¿ ±«³· ¿ c) ½²® ­¥ ² ª. �²®¡» ¯®±²°®¨²¼ ­ ¨¡®«¥¥ ²®·­»©

¨­²¥°¢ « ¢ ½²®© ±¨²³ ¶¨¨, ­³¦­® °¥¸¨²¼ ­¥ª®²®°³¾ ®¯²¨¬¨§ ¶¨-

®­­³¾ § ¤ ·³. �» ¨±¯®«¼§³¥¬ ±®®²­®¸¥­¨¿ (6), ·²®¡» ³¯°®±²¨²¼

§ ¤ ·³.

4.4 �®±²°®¥­¨¥ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»µ ¨­²¥°¢ «®¢ ± ¯®¬®¹¼¾

¶¥­²° «¼­»µ ±² ²¨±²¨ª

�±¥ ¯°¨¬¥°», ° ±±¬®²°¥­­»¥ ¢»¸¥, ¨¬¥¾² ®¤­³ ¨ ²³ ¦¥ ®±®¡¥­-

­®±²¼. � ¨¬¥­­®, ­ ¬ ³¤ «®±¼ ­ ©²¨ ² ª³¾ ´³­ª¶¨¾ T (X; �) ®²

¢»¡®°ª¨ X ¨ ®¶¥­¨¢ ¥¬®£® ¯ ° ¬¥²°  �, ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª®²®°®© ­¥

§ ¢¨±¨² ®² �, ¨ ½²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ³¤ «®±¼ ¢»·¨±«¨²¼ ¢ ¿¢­®¬ ¢¨¤¥.

�¨¦¥ ¬» ®¯¨¸¥¬ ®¡¹³¾ ¯°®¶¥¤³°³ ¯®±²°®¥­¨¿ ¤®¢¥°¨²¥«¼­®£®
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¨­²¥°¢ « , ¯°¨¬¥­¨¬³¾ ¢ ¯®¤®¡­»µ ±¨²³ ¶¨¿µ. �³±²¼ ±«³· ©­ ¿

¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F�(y) = F (y; �; �0), £¤¥

� | ­¥¨§¢¥±²­»© ±ª «¿°­»© ¯ ° ¬¥²°, ¯®¤«¥¦ ¹¨© ®¶¥­¨¢ ­¨¾,

  �
0 = (�1; : : : ; �m) 2 � � Rm | ­¥ª®²®°®¥ ·¨±«® ² ª ­ §»¢ -

¥¬»µ "¬¥¸ ¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢". �» ­¥ ¨­²¥°¥±³¥¬±¿ §­ ·¥­¨¥¬

�
0, ­® ®­® ¢«¨¿¥² ­  ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �. �³±²¼

X = (X1; : : : ; XN) ¥±²¼ ¯®¢²®°­ ¿ ¢»¡®°ª  ¨§ £¥­¥° «¼­®© ±®¢®-

ª³¯­®±²¨ ± ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (y; �; �0).

�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �³­ª¶¨¿ T (X; �) ®² ¢»¡®°ª¨ X ¨ ®±­®¢­®£® ¯ -

° ¬¥²°  � ­ §»¢ ¥²±¿ ¶¥­²° «¼­®© ±² ²¨±²¨ª®©, ¥±«¨

1. ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  T (X; �) ¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, ­¥ § ¢¨±¿-

¹¥¥ ®² ¯ ° ¬¥²°®¢ � ¨ �
0;

2. T (X; �) ¥±²¼ ¬®­®²®­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ®² ¯ ° ¬¥²°  �.

�±«¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ­¥ª®²®°³¾ ¶¥­²° «¼­³¾ ±² ²¨±²¨ª³ T (X; �), ²®

«¥£ª® ¯®±²°®¨²¼ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»© ¨­²¥°¢ « ¤«¿ �. �«¿ § ¤ ­­®£® 


­ ©¤á¬ ¤¢¥ ª®­±² ­²» C1 ¨ C2, ¤«¿ ª®²®°»µ

P (C1 < T (X; �) < C2) = 
:

� ±¨«³ ¬®­®²®­­®±²¨ ¯® � ­¥° ¢¥­±²¢®

C1 < T (X; �) < C2

½ª¢¨¢ «¥­²­® ­¥° ¢¥­±²¢³

T1(X;C1; C2) < � < T2(X;C1; C2) (8)

¤«¿ ­¥ª®²®°»µ ±² ²¨±²¨ª T1(X;C1; C2) ¨ T2(X;C1; C2). �®°¬³«  § -

¤ á² ­¥ª®²®°»© ¤®¢¥°¨²¥«¼­»© ¨­²¥°¢ « ³°®¢­¿ 
 ¤«¿ ¯ ° ¬¥²° 

�.

� ¬¥²¨¬, ·²® ½²®² ¬¥²®¤ ±° ¡ ²»¢ ¥², ¥±«¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ T (X; �)

­ ©¤¥­® ¢ ¿¢­®¬ ¢¨¤¥. � ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ­¥£® ±®±² ¢«¥­» ² ¡«¨¶».

�°¨¬¥°. �«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ¯®ª § ²¥«¼­®¥ ° ±¯°¥-

¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ �. �³±²¼ X = (X1; : : : ; XN) ¥±²¼ ¯®¢²®°­ ¿
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¢»¡®°ª . �¥®¡µ®¤¨¬® ¯®±²°®¨²¼ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»© ¨­²¥°¢ « ¤«¿ ¯ -

° ¬¥²°  � = �. � ° ¬¥²° � ¿¢«¿¥²±¿ ¬ ±¸² ¡­»¬, ¯®½²®¬³ ±«³-

· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  Xk=� ¨¬¥¥² ¯®ª § ²¥«¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° -

¬¥²°®¬ �
0 = 1. �®ª § ²¥«¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¥±²¼ · ±²­»© ±«³· ©

£ ¬¬ -° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. � · ±²­®±²¨,Xk=� ¨¬¥¥² £ ¬¬ -° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ � = 1 ¨ � = 1. �  ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ­¿²¨¿µ ¡»«® ¯®-

ª § ­®, ·²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ 

T (X;�) =
1

�

(X1 + : : :+XN)

¨¬¥¥² £ ¬¬ -° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ � = N ¨ � = 1=2. �¥£-

ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® T (X;�) | ¶¥­²° «¼­ ¿ ±² ²¨±²¨ª . �¤®¡­¥¥ ° ±-

±¬®²°¥²¼ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³

T1(X;�) =
2

�

(X1 + : : :+XN);

² ª ª ª ®­  ¨¬¥¥² £ ¬¬ -° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ � = N

¨ � = 1=2,   ½²® ¥±²¼ �
2-° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± 2N ±²¥¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®¤».

� «¥¥, ¤«¿ § ¤ ­­®£® 
 ¯® ² ¡«¨¶ ¬ �
2-° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­ µ®¤¨¬ ¤¢¥

ª®­±² ­²» C1(
) ¨ C2(
), ¤«¿ ª®²®°»µ

P (T1(X;�) < C1(
)) =
1� 


2
; P (T1(X;�) > C2(
)) =

1� 


2
:

�®£¤  ±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²®

C1(
) < T1(X;�) < C2(
);

¨¬¥¥² ¢¥°®¿²­®±²¼, ° ¢­³¾ 
. �§ ¯®±«¥¤­¥£® ­¥° ¢¥­±²¢  ¨ ®¯°¥-

¤¥«¥­¨¿ T1(X;�) ¯®«³· ¥¬

2(X1 + : : :+XN)

C2(
)
< � <

2(X1 + : : :+XN)

C1(
)
:

4.5 �®±²°®¥­¨¥ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»µ ¨­²¥°¢ «®¢ ± ¯®¬®¹¼¾

 ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ­®°¬ «¼­»µ ®¶¥­®ª

�¥­²° «¼­»¥ ±² ²¨±²¨ª¨ ±³¹¥±²¢³¾² ²®«¼ª® ¤«¿ ¤®¢®«¼­® ³§ª®-

£® ª« ±±  ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¥©. �®½²®¬³ · ¹¥ ±²°®¿² ¯°¨¡«¨-

¦á­­»¥ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»¥ ¨­²¥°¢ «», ¨±¯®«¼§³¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª³¾
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­®°¬ «¼­®±²¼ ²®·¥·­»µ ®¶¥­®ª. �³±²¼ �̂N = �̂N(X) ¥±²¼  ±¨¬¯²®-

²¨·¥±ª¨ ­®°¬ «¼­ ¿ ®¶¥­ª  ¯ ° ¬¥²°  �, ².¥. ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ 

�̂N � �

BN(�)

¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ±² ­¤ °²­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, £¤¥

BN(�) > 0 ¥±²¼ ­¥ª®²®° ¿ ­®°¬¨°³¾¹ ¿ ª®­±² ­² . �®£¤  ¤«¿ § -

¤ ­­®£® 
 ¯® ² ¡«¨¶ ¬ ­®°¬ «¼­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­ ©¤á¬ ª®­-

±² ­²³ C(
), ¤«¿ ª®²®°®© ±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²®

������
�̂N � �

BN(�)

������ < C(
) (9)

¯°¨¡«¨¦á­­® (¯°¨ N !1) ¨¬¥¥² ¢¥°®¿²­®±²¼, ° ¢­³¾ 
. �²±¾¤ 

¬» ¯®«³· ¥¬, ·²®

�̂N � C(
) �BN(�) < � < �̂N + C(
) �BN(�): (10)

�® ¨­²¥°¢ « (10), ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»¬, ² ª

ª ª ¥£® £° ­¨¶» § ¢¨±¿² ®² ®¶¥­¨¢ ¥¬®£® ¯ ° ¬¥²°  �. �¨²³ ¶¨¾

¬®¦­® ¨±¯° ¢¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.

a) �±«¨ BN(�) � BN (².¥. ­¥² § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² �), ²® (10) § ¤ á²

­ ±²®¿¹¨© ¤®¢¥°¨²¥«¼­»© ¨­²¥°¢ «.

b) �±«¨ BN(�) � BN , £¤¥ BN ­¥ § ¢¨±¨² ®² �, ²® ¤®¢¥°¨²¥«¼­»©

¨­²¥°¢ « ¢¨¤ 

�̂N � C(
) �BN(�) < � < �̂N + C(
) �BN(�);

ª ª ¡®«¥¥ ¸¨°®ª¨©, ¨¬¥¥² ¤®¢¥°¨²¥«¼­»© ³°®¢¥­¼ ­¥ ¬¥­¥¥ 
.

c) �­®£¤  ³¤ á²±¿ ° §°¥¸¨²¼ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ­¥° ¢¥­±²¢® (9)

¨ ¯®«³·¨²¼ °¥¸¥­¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ¨­²¥°¢ « .

�°¨¬¥°. �«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ 1 ¨ 0 ±

¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ p ¨ 1 � p ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ².¥. p ¥±²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼

¯®¿¢«¥­¨¿ ­¥ª®²®°®£® ±®¡»²¨¿ A, ª®²®°³¾ ­¥®¡µ®¤¨¬® ®¶¥­¨²¼.

�³±²¼ X = (X1; : : : ; XN) ¥±²¼ ¯®¢²®°­ ¿ ¢»¡®°ª . �®£¤  ±«³· ©­ ¿

¢¥«¨·¨­  SN = X1+ : : :+XN ¥±²¼ ·¨±«® ³±¯¥µ®¢ ¢ ±µ¥¬¥ �¥°­³««¨
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¨ ¨¬¥¥² ¡¨­®¬¨ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ N ¨ p. � ±¨«³

¨­²¥£° «¼­®© ²¥®°¥¬» �³ ¢° -� ¯« ±  ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ 

S
�
N
=

SN �N � pq
Np(1� p)

¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ±² ­¤ °²­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥. �®

§ ¤ ­­®¬³ 
 ¯® ² ¡«¨¶ ¬ ­®°¬ «¼­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­ ©¤á¬ ² -

ª³¾ ª®­±² ­²³ C(
) > 0, ¤«¿ ª®²®°®©

P (jS�
N
j < C(
)) � 2�0(C(
)) = 
:

�«¿ ¯®±²°®¥­¨¿ ¤®¢¥°¨²¥«¼­®£® ¨­²¥°¢ «  ¤«¿ p ­ ¬ ­¥®¡µ®¤¨¬®

°¥¸¨²¼ ­¥° ¢¥­±²¢®������
SN �N � pq
Np(1� p)

������ =
������

�
X � pq

p(1� p)=N

������ < C(
): (11)

�²® ª¢ ¤° ²¨·­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ¬®¦­® °¥¸¨²¼ ¨ ¯®«³·¨²¼ ­¥ª®-

²®°»© ¨­²¥°¢ «. �°®±²®© (­® ¡®«¥¥ ¸¨°®ª¨©!) ¨­²¥°¢ « ¬®¦­®

¯®«³·¨²¼, ¥±«¨ § ¬¥²¨²¼, ·²® p(1� p) � 1
4
. �®£¤ 

�
X � C(
)

2
p
N

< p <
�
X +

C(
)

2
p
N

:

�« ¢  5

�°¨²¥°¨¨ ±®£« ±¨¿

�®°¬³«¨°®¢ª¨ § ¤ · ¨ ±¢¿§ ­­»µ ± ­¨¬¨ °¥§³«¼² ²®¢, ª®²®°»¥ ¬»

° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ¢»¸¥, ¢±¥£¤  ¡»«¨ ±¢¿§ ­» ± ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥¬, ·²®

¬» ¨¬¥¥¬ ¯®¢²®°­³¾ ¢»¡®°ª³ X = (X1; : : : ; XN) ¨§ £¥­¥° «¼­®©

±®¢®ª³¯­®±²¨ ± ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (y), ª®²®° ¿ ¯°¨­ ¤«¥-

¦¨² ­¥ª®²®°®¬³ ª®­ª°¥²­®¬³ (ª ª ¯° ¢¨«®, ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¬³)

±¥¬¥©±²¢³ F . � ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥

¯°®¶¥¤³°», ª®²®°»¥ ¯®§¢®«¿¾² ¯°®¢¥°¨²¼ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ½²®£®

¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿. � ª¨¥ ¯°®¶¥¤³°» ­ §»¢ ¾²±¿ ª°¨²¥°¨¿¬¨ ±®-

£« ±¨¿.
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5.1 �¡¹¨© ¬¥²®¤ ¯®±²°®¥­¨¿ ª°¨²¥°¨¥¢ ±®£« ±¨¿

�´®°¬³«¨°³¥¬ ¡®«¥¥  ªª³° ²­® ±²®¿¹³¾ ¯¥°¥¤ ­ ¬¨ § ¤ ·³. �³±²¼

F ¥±²¼ ­¥ª®²®°®¥ ±¥¬¥©±²¢® ´³­ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. � ¥±²¼ ±«³-

· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ± ­¥¨§¢¥±²­®© ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F�(y).

�¨¯®²¥§®© ® ¢¨¤¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥

® ²®¬, ·²® F� 2 F . �° ²ª® ½²® ¡³¤¥² § ¯¨±»¢ ²¼±¿ ¢ ¢¨¤¥:

H : F� 2 F :
�» ­¥ §­ ¥¬ ¨±²¨­­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F�, ­® ­  ®±­®¢¥ ¯®¢²®°­®©

¢»¡®°ª¨ X = (X1; : : : ; XN) ¬®¦¥¬ ¯®±²°®¨²¼ ¥£® ®¶¥­ª³, ­ ¯°¨-

¬¥°, ¢§¿²¼ ½¬¯¨°¨·¥±ª³¾ ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F
�
N
. �»¡¥°¥¬

¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¢±¥µ ´³­ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­¥ª®²®°³¾ ¬¥²°¨ª³

(° ±±²®¿­¨¥) � ¨ ®¶¥­¨¬ ±®£« ±¨¥ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨µ ¤ ­­»µ ± ­ ¸¥©

£¨¯®²¥§®© ¯® ¢¥«¨·¨­¥ ° ±±²®¿­¨¿ F
�
N ®² ª« ±±  F , ª®²®°®¥ ®¯°¥-

¤¥«¨¬ ¯® ´®°¬³«¥

�N := inf
F2F

�(F �
N ; F ):

� ª ª ª F
�
N ¯®±²°®¥­  ¯® ¢»¡®°ª¥, ²® ¢¥«¨·¨­  �N ¿¢«¿¥²±¿ ±«³-

· ©­®©. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ­ ¬ ³¤ «®±¼ ­ ©²¨ ¥á ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® £¨¯®²¥§  H ¢¥°­ . �«¿ ­¥ª®²®°®£® ¬ «®£® ¯®-

«®¦¨²¥«¼­®£® ·¨±«  � ­ ©¤á¬ ¯®«®¦¨²¥«¼­³¾ ª®­±² ­²³ C, ¤«¿

ª®²®°®©

P (�N > CjH) � �:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ £¨¯®²¥§  H ¢¥°­ , ²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²®

�N ¯°¨­¨¬ ¥² ¡®«¼¸¨¥ §­ ·¥­¨¿ (> C), ¬ «  ¨ ¬®¦­® ±·¨² ²¼,

·²® ² ª®¥ ±®¡»²¨¥ "¯° ª²¨·¥±ª¨ ­¥¢®§¬®¦­®".

�¥¯¥°¼ ¯° ¢¨«® ¯°®¢¥°ª¨ H ¬®¦­® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ±«¥¤³¾-

¹¨¬ ®¡° §®¬: ¥±«¨ °¥ «¼­® ¯®«³·¥­­®¥ §­ ·¥­¨¥ �N ¡®«¼¸¥ C, ²®

¬» ®²¢¥°£ ¥¬ H , ¢ ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥ £®¢®°¨¬, ·²® H ­¥ ¯°®-

²¨¢®°¥·¨² ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»¬ ¤ ­­»¬.

� «¥¥ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ª®­ª°¥²­»µ ¯°¨¬¥°®¢ ¯°¨-

¬¥­¥­¨¿ ½²®£® ®¡¹¥£® ¯®¤µ®¤ .
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5.2 �°¨²¥°¨© ±®£« ±¨¿ �®«¬®£®°®¢ 

�» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ £¨¯®²¥§³

H : F�(y) � F0(y);

£¤¥ F0(y) | ²®·­® § ¤ ­­ ¿ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�. �. �®«¬®£®°®¢ ¯°¥¤«®¦¨« ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ° ±±²®-

¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ´³­ª¶¨¿¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿:

�N := sup
y

jF �
N(y)� F0(y)j:

�¥®°¥¬  4 (�. �. �®«¬®£®°®¢, 1933.) �±«¨ £¨¯®²¥§  H ¢¥°­ ,

²® ¯°¨ N !1
P (DN =

p
N ��N < y) �! K(y);

£¤¥ K(y) | ­¥ª®²®° ¿ ¿¢­® ¢»·¨±«¿¥¬ ¿ ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�«¿ ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿K(y) ±®±² ¢«¥­» ² ¡«¨¶» (±¬. �®«¼-

¸¥¢ �. �., �¬¨°­®¢ �. �., 1972).

� «¥¥ ¯® ² ¡«¨¶ ¬ ¤«¿ § ¤ ­­®£® � ­ µ®¤¨¬ K� > 0:

P (DN > K�) � �:

�±«¨ °¥ «¼­® ¯®«³·¥­­®¥ DN ¡³¤¥² ¡®«¼¸¥ K�, ²® ¬» ®²¢¥°£ ¥¬

£¨¯®²¥§³ H , ¢ ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥ £®¢®°¨¬, ·²® H ­¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨²

½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»¬ ¤ ­­»¬.

�« ¢­»© ­¥¤®±² ²®ª ½²®£® ª°¨²¥°¨¿ ¢ ²®¬, ·²® ®­ ­¥ ¯°¨¬¥­¨¬

ª ±¨²³ ¶¨¨, ª®£¤  ±¥¬¥©±²¢® F ±®¤¥°¦¨² ¡®«¥¥ ®¤­®£® ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¿.

5.3 �
2-ª°¨²¥°¨© ±®£« ±¨¿ �¨°±®­ 

�» ¢­®¢¼ ­ ·¨­ ¥¬ ± ¯°®±²¥©¸¥© ±¨²³ ¶¨¨

H : F�(y) � F0(y);

£¤¥ F0(y) | ²®·­® § ¤ ­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �³±²¼

X = (X1; : : : ; XN) ¥±²¼ ¯®¢²®°­ ¿ ¢»¡®°ª . � ±±¬®²°¨¬ ° §¡¨¥­¨¥

�1 = a0 < a1 < : : : < ak < ak+1 < : : : < ar < ar+1 = +1
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¢¥¹¥±²¢¥­­®© ¯°¿¬®© R1 (¬­®¦¥±²¢® §­ ·¥­¨© ±«³· ©­®© ¢¥«¨-

·¨­» �) ­  r + 1 ¨­²¥°¢ «. �³±²¼ pk := F0(ak+1) � F0(ak) ¥±²¼

£¨¯®²¥²¨·¥±ª ¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¯ ¤ ­¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» � ¢

k-»© ¨­²¥°¢ «, nk | ·¨±«® ½«¥¬¥­²®¢ ¢»¡®°ª¨, ¯®¯ ¢¸¨µ ¢ ½²®²

¨­²¥°¢ «. �«¿ ¯°®¢¥°ª¨ £¨¯®²¥§» ¥±²¥±²¢¥­­® ±° ¢­¨²¼ £¨¯®²¥-

²¨·¥±ª¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ pk ¨ ¨µ ®¶¥­ª¨ nk=N , ²® ¥±²¼ · ±²®²». �

ª ·¥±²¢¥ ¬¥°» ±° ¢­¥­¨¿ � °« �¨°±®­ ¯°¥¤«®¦¨« ¨±¯®«¼§®¢ ²¼

±«¥¤³¾¹³¾ ¢¥«¨·¨­³:

�N :=
rX

k=0

(nk �N � pk)2
N � pk =

rX
k=0

 
nk

N

� pk

!2
=(pk �N):

�¥®°¥¬  5 (�. �¨°±®­, 1900.) �±«¨ £¨¯®²¥§  H ¢¥°­ , ²® ¯°¨

N ! 1 ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  �N ¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ �
2
-° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± r = (r + 1)� 1 ±²¥¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®¤».

� «¥¥ ¯® ² ¡«¨¶ ¬ ¤«¿ § ¤ ­­®£® � ­ µ®¤¨¬ ª®­±² ­²³ �
2
r(�) >

0:

P (�N > �
2
r(�)) � �:

�±«¨ °¥ «¼­® ¯®«³·¥­­®¥ �N ¡³¤¥² ¡®«¼¸¥ �2
r
(�), ²® ®²¢¥°£ ¥¬

H , ¢ ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥ £®¢®°¨¬, ·²® H ­¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨² ½ª±¯¥°¨-

¬¥­² «¼­»¬ ¤ ­­»¬.

�°¨²¥°¨© �¨°±®­  ±« ¡¥¥ ª°¨²¥°¨¿ �®«¬®£®°®¢ , ­® § ²® ®­

¯°¨¬¥­¨¬ ¢ ¡®«¥¥ ±«®¦­®© ±¨²³ ¶¨¨. �³±²¼ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬

£¨¯®²¥§³

H : F�(y) = F (y; �1; : : : ; �m);

£¤¥ ¢¨¤ ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (y; �1; : : : ; �m) ¯®«­®±²¼¾ § ¤ ­,

­® ¯ ° ¬¥²°» (�1; : : : ; �m) = � 2 � � Rm ­¥¨§¢¥±²­». � ½²®¬

±«³· ¥ £¨¯®²¥²¨·¥±ª¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨

Pk(�) = F (ak+1; �) � F (ak; �)

¥±²¼ ´³­ª¶¨¨ ®² ­¥¨§¢¥±²­»µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¨, ¯®²®¬³, ² ª¦¥ ­¥¨§-

¢¥±²­».
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� ½²®¬ ±«³· ¥ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ° ±±¬®²°¥²¼ ¢¥«¨·¨­³

�N := inf
�2�

�N(�) = inf
�2�

rX
k=0

(nk �N � pk(�))2
N � pk(�) ;

².¥. ±° ¢­¨¢ ²¼ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»¥ ¤ ­­»¥ ± ­ ¨¡®«¥¥ ¯®¤µ®¤¿-

¹¨¬ ª ­¨¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¨§ ­ ¸¥£® ±¥¬¥©±²¢  F = fF (y; �); � 2
�g.
�¥®°¥¬  6 (�. �¨¸¥°, 1922.) �±«¨ £¨¯®²¥§  H ¢¥°­ , ²® ¯°¨

N !1 ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  �N ¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ �
2
-° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

± r �m = (r + 1)� 1�m ±²¥¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®¤».

� «¥¥ ª°¨²¥°¨© ±®£« ±¨¿ ±²°®¨²±¿ ² ª¦¥, ª ª ¨ ° ­¼¸¥.

� ¬¥· ­¨¥. �®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ §­ ·¥­¨¥ �N(�)

¤®±²¨£ ¥²±¿ ¯°¨ ²®¬ ¦¥ §­ ·¥­¨¨ �� ¯ ° ¬¥²°  � 2 �, ¯°¨ ª®²®°®¬

¤®±²¨£ ¥²±¿ ­ ¨¡®«¼¸¥¥ §­ ·¥­¨¥ ¢¥«¨·¨­»

L(X; �) =
N !

n0! � : : : � nr! [p0(�)]
n0 � : : : � [pr(�)]nr ;

².¥. �� ¥±²¼ ¯®«¨­®¬¨ «¼­ ¿ ®¶¥­ª  ­ ¨¡®«¼¸¥£® ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿.

5.4 �°®¢¥°ª  ®¤­®°®¤­®±²¨ ¤¢³µ ¢»¡®°®ª

�® ¬­®£¨µ ¯°¨ª« ¤­»µ § ¤ · µ ¬» ±² «ª¨¢ ¥¬±¿ ± ±¨²³ ¶¨¥©,

ª®£¤  ¯®«³·¥­» ¤¢¥ ¯®¢²®°­»¥ ¢»¡®°ª¨ X = (X1; : : : ; XN1
), Y =

(Y1; : : : ; YN2
). � ¦­»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¢®¯°®± ® ²®¬, ¡³¤³² «¨ ®­¨ ¢»¡®°-

ª ¬¨ ¨§ ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥ £¥­¥° «¼­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨. �±«¨ ½²® ² ª,

²® ¤ ­­»¥ ¬®¦­® ®¡º¥¤¨­¨²¼ ¨ ®¡° ¡ ²»¢ ²¼ ª ª ¥¤¨­³¾ ¢»¡®°-

ª³ ¡®«¼¸¥£® ®¡ºá¬ . �³±²¼ F1 ¨ F2 ¥±²¼ ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿,

®²¢¥· ¾¹¨¥ ¢»¡®°ª ¬ X ¨ Y ±®®²¢¥²±²¢¥­­®.

�¨¯®²¥§  ®¤­®°®¤­®±²¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤:

H : F1(y) � F2(y);

¯°¨·á¬ F1 ¨ F2 ­¥¨§¢¥±²­». �³¹¥±²¢³¾² ° §«¨·­»¥ ¯°®¶¥¤³°»

¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ ² ª®© £¨¯®²¥§». �» ° ±±¬®²°¨¬ ²®«¼ª® ¤¢  ª°¨²¥-

°¨¿.
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a) �°¨²¥°¨© ®¤­®°®¤­®±²¨ �¬¨°­®¢ .

�³±²¼ F1;N1
(y) ¨ F2;N2

(y) | ½¬¯¨°¨·¥±ª¨¥ ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥-

­¨¿, ¯®±²°®¥­­»¥ ¯® ¢»¡®°ª ¬ X ¨ Y ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �¯°¥¤¥«¨¬

¢¥«¨·¨­³

DN1;N2
:=

p
N1 �N2

N1 +N2

� sup
y

jF1;N1
(y)� F2;N2

(y)j:

�¥®°¥¬  7 (�. �. �¬¨°­®¢, 1939.) �±«¨ ¢¥°­  £¨¯®²¥§  H, ²®

¯°¨ N1; N2 !1
P (DN1;N2

< y)! K(y); y > 0;

£¤¥ K(y) | ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ �®«¬®£®°®¢ .

� «¥¥ ®¯¨± ­¨¥ ¯°®¶¥¤³°» ¯°®¢¥°ª¨ £¨¯®²¥§» H ² ª®¥ ¦¥, ª ª

¨ ° ­¼¸¥.

b) �2-ª°¨²¥°¨© ®¤­®°®¤­®±²¨.

�³±²¼ ª ª ¨ ° ­¥¥ ¢»¡° ­® ­¥ª®²®°®¥ ° §¡¨¥­¨¥

�1 = a0 < a1 < : : : < ak < ak+1 < : : : < ar < ar+1 = +1
¯°®±²° ­±²¢ R1 (¬­®¦¥±²¢  §­ ·¥­¨©). �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ nk1 ¨ nk2
·¨±«® ½«¥¬¥­²®¢ ¢»¡®°®ª X ¨ Y ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ¯®¯ ¢¸¨µ ¢ k-»©

¨­²¥°¢ «. �«¿ ¯°®¢¥°ª¨ £¨¯®²¥§» H ¥±²¥±²¢¥­­® ±° ¢­¨²¼ · ±²®-

²» nk1
=N1 ¨ nk2=N2. �° ¢­¥­¨¥ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ¢¥«¨·¨­»

�N1;N2
:=

rX
k=0

2X
j=1

(nkj �Nj � nk:=N)2

Nj �Nk:

= N

0
@ rX
k=0

2X
j=1

n
2
kj

Nj �Nk:

� 1

1
A
;

£¤¥

nk: = nk1
+ nk2

; N = N1 +N2:

�¥®°¥¬  8 �±«¨ ¢¥°­  £¨¯®²¥§  H, ²® ¯°¨ N1; N2 !1 ±«³· ©­ ¿

¢¥«¨·¨­  �N1;N2
¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ �

2
-° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± r =

[(r + 1)� 1](2� 1) ±²¥¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®¤».

� «¥¥ ®¯¨± ­¨¥ ¯°®¶¥¤³°» ¯°®¢¥°ª¨ H ,  ­ «®£¨·­® ¯°¨¢¥¤á­-

­»¬ ¢»¸¥.

� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ª°¨²¥°¨¿ �¬¨°­®¢ , ½²®² ª°¨²¥°¨©

«¥£ª® ®¡®¡¹ ¥²±¿ ­  ±«³· © s � 2 ¢»¡®°®ª.
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5.5 �°®¢¥°ª  £¨¯®²¥§» ® ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨

�³±²¼ � = (�1; �2) | ¤¢³¬¥°­»© ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° ± ´³­ª¶¨¥©

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (z1; z2), F1(z1) | ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¤«¿ �1,

F2(z2) | ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¤«¿ �2. �¨¯®²¥§  ® ­¥§ ¢¨±¨-

¬®±²¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤:

H : F (z1; z2) = F1(z1) � F2(z2):

� ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ° §¡¨¥­¨¿

�1 = a0 < a1 < : : : < ak < ak+1 < : : : < ar < ar+1 = +1;

�1 = b0 < b1 < : : : < bj < bj+1 < : : : < bs < bs+1 = +1:

�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¯®¢²®°­³¾ ¢»¡®°ª³ (X1; Y1); : : : ; (XN ; YN) ¨§-

¬¥°¥­¨© ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  (�1; �2). �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ nkj ·¨±«®

½«¥¬¥­²®¢ ¢»¡®°ª¨, ¯®¯ ¢¸¨µ ¢ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª [ak; ak+1)�[bj ; bj+1),

nk: =
P
j

nkj, n:j =
P
k

nkj, N =
P
k

nk: =
P
j

n:j. �±«¨ ¢¥°­  £¨¯®²¥§  H ,

²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¯ ¤ ­¨¿ ¢ [ak; ak+1) � [bj; bj+1) ° ¢­  ¯°®¨§¢¥-

¤¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¯®¯ ¤ ­¨¿ ¢ ¨­²¥°¢ «» [ak; ak+1) ¨ [bj ; bj+1).

�®½²®¬³ ¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ £¨¯®²¥§» H ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¢¥-

«¨·¨­³

�N := N �
rX

k=0

sX
j=0

(nkj � nk: � n:j=N)2

nk: � n:j = N

0
@ rX
k=0

sX
j=0

n
2
kj

nk: � n:j � 1

1
A
:

�¥®°¥¬  9 �±«¨ ¢¥°­  £¨¯®²¥§  H, ²® ¯°¨ N !1 ±«³· ©­ ¿ ¢¥-

«¨·¨­  �N ¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ chi
2
-° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± r � s ±²¥-

¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®¤».

� «¥¥ ®¯¨± ­¨¥ ¯°®¶¥¤³°» ¯°®¢¥°ª¨  ­ «®£¨·­® ¯°¥¦­¥¬³.

�¡»·­® ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»¥ ¤ ­­»¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ¢ ¢¨¤¥ ±«¥-

¤³¾¹¥© ² ¡«¨¶»:

Y X a0 � a1 : : : ak � ak+1 : : : ar � ar+1

b0 � b1 n00 : : : nk0 : : : nr0

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

bj � bj+1 n0j : : : nkj : : : nrj

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

bs � bs+1 n0s : : : nks : : : nrs
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­ §»¢ ¥¬®© ² ¡«¨¶¥© ±®¯°¿¦á­­®±²¨. �®½²®¬³ ±®®²¢¥²±²¢³¾-

¹¨© ª°¨²¥°¨© ­ §»¢ ¥²±¿  ­ «¨§®¬ ² ¡«¨¶ ±®¯°¿¦á­­®±²¨.

�« ¢  6

�°®¢¥°ª  ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ £¨¯®²¥§

� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¡³¤³² ¨§«®¦¥­» ®±­®¢­»¥ ¯®­¿²¨¿ ²¥®°¨¨ ¯°®¢¥°-

ª¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ £¨¯®²¥§.

6.1 �²® ² ª®¥ ±² ²¨±²¨·¥±ª ¿ £¨¯®²¥§ ?

� ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¼¾ ±² ²¨±²¨·¥±ª®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­²  ¿¢«¿¥²-

±¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³°  (
;A;P). �»² ¿±¼ ³²®·­¨²¼ ­ ¸³

¬®¤¥«¼, ¬» ¤¥« ¥¬ ²¥ ¨«¨ ¨­»¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ ® ­¥¨§¢¥±²­®¬ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© P 2 P .
�°¨¬¥°». 1. � ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥ ¨§³· ¥²±¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  �

± ­¥¨§¢¥±²­®© ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F�. �» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²®

F� 2 F , £¤¥ F | ­¥ª®²®°®¥ § ¤ ­­®¥ ±¥¬¥©±²¢® ´³­ª¶¨© ° ±¯°¥-

¤¥«¥­¨¿, ­ ¯°¨¬¥°, ­®°¬ «¼­»¥ ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

2. �§¢¥±²­®, ·²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ­®°¬ «¼­®¥ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¥. �±«¨ � ¿¢«¿¥²±¿ ®¸¨¡ª®© ¨§¬¥°¥­¨¿ ­¥ª®²®°®£® ¯°¨-

¡®° , ²® ¤«¿ µ®°®¸® ®²« ¦¥­­®£® ¯°¨¡®°  ¥±²¥±²¢¥­­® ¯°¥¤¯®«®-

¦¨²¼, ·²® M(�) = a = 0.

3. � ­¥ª®²®°®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥ ¨§³· ¾²±¿ ¤¢¥ ·¨±«®¢»¥ µ ° ª-

²¥°¨±²¨ª¨ �1 ¨ �2, ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ±«³· ©­»¬¨ ¢¥«¨·¨­ ¬¨.

�­®£¤  ¬®¦­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® �1 ¨ �2 ­¥§ ¢¨±¨¬».

�±¥ ° ±±¬®²°¥­­»¥ ¢»¸¥ ¯°¨¬¥°» ¨¬¥¾² ®¤­³ ¨ ²³ ¦¥ ®±®¡¥­-

­®±²¼, ¬» ¤¥« ¥¬ ²® ¨«¨ ¨­®¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® ­¥¨§¢¥±²­®¬ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ­¥´®°¬ «¼­® ¯®¤ ±² -

²¨±²¨·¥±ª®© £¨¯®²¥§®© ¯®­¨¬ ¾² «¾¡®¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥. � ´®°-

¬ «¼­®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿, ¥±«¨ ¬» ·²®-²® ¯°¥¤¯®«®¦¨«¨ ®¡ ½²®¬ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¨, ²® ½²¨¬ ¢»¤¥«¨«¨ ­¥ª®²®°»© ¯®¤ª« ±± P0 ¢ ª« ±±¥

¢±¥µ  ¯°¨®°­»µ ¢®§¬®¦­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨© P .
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �² ²¨±²¨·¥±ª®© £¨¯®²¥§®© ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®¤-

ª« ±±

P0 � P . �±«®¢­® ½²® § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

H : P 2 P0:

�² ²¨±²¨·¥±ª¨¥ £¨¯®²¥§» ¡³¤³² ®¡®§­ · ²¼±¿ H , H0, H1; : : :.

6.1.1 �±­®¢­»¥ ¯®­¿²¨¿ ²¥®°¨¨ ¯°®¢¥°ª¨ £¨¯®²¥§

�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ±² ²¨±²¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³ (
;A;P) ¨ ±´®°¬³-

«¨°®¢ «¨ ­¥ª®²®°³¾ ±² ²¨±²¨·¥±ª³¾ £¨¯®²¥§³ H : P 2 P0. �±«¨

P0 ±®¤¥°¦¨² ²®«¼ª® ®¤¨­ ½«¥¬¥­², ².¥. ¬» ¯®«­®±²¼¾ ´¨ª±¨°³¥¬

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, ²® £¨¯®²¥§  H ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²®©. � ¯°®²¨¢­®¬

±«³· ¥ £¨¯®²¥§  ­ §»¢ ¥²±¿ ±«®¦­®©. �±«¨ ±¥¬¥©±²¢® P ¿¢«¿¥²±¿

¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬, ².¥. P = fP�; � 2 �g,   £¨¯®²¥§  H ¨¬¥¥² ¢¨¤

� 2 �0 � �, ²® ®­  ­ §»¢ ¥²±¿ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®©.

�¡»·­® ´®°¬³«¨°³¾² ­¥±ª®«¼ª® £¨¯®²¥§. �¤­³ ¨§ ­¨µ ¢»¤¥«¿-

¾² ¢ ª ·¥±²¢¥ ®±­®¢­®© ¨ ­ §»¢ ¾² ¥¥ ­³«¥¢®©. � ª ¯° ¢¨«®, ¥¥

®¡®§­ · ¾² ·¥°¥§ H0. �±² «¼­»¥ £¨¯®²¥§» ­ §»¢ ¾²  «¼²¥°­ -

²¨¢ ¬¨ ¨ ®¡®§­ · ¾² H1, H2; : : :.

�±¾¤³ ¤ «¥¥ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ±«³· ©, ª®£¤  ­³«¥¢ ¿ £¨¯®²¥-

§  H0 ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¯°®²¨¢ ®¤­®©  «¼²¥°­ ²¨¢» H1. �«¿ ¯°®±²®²»

®¡®§­ ·¥­¨© ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ½²¨ £¨¯®²¥§» ¿¢«¿¾²±¿ ¯ ° -

¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ¨ § ¯¨±»¢ ¥¬ ¨µ ¢ ¢¨¤¥:

H0 : � 2 �0;

H1 : � 2 �1;

£¤¥ �0, �1 ¥±²¼ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ®±­®¢­®£® ¯°®±²° ­±²¢  ¯ ° ¬¥²°®¢

� ¨

�0 \�1 = ;.
�±­®¢­ ¿ § ¤ ·  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ­  ®±­®¢¥ ½ª±¯¥°¨¬¥­-

² «¼­»µ ¤ ­­»µ ¢»¡° ²¼ ®¤­³ ¨§ ¯°¥¤«®¦¥­­»µ ­ ¬ £¨¯®²¥§ H0

¨ H1. �²® ¤¥« ¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ² ª ­ §»¢ ¥¬»µ ª°¨²¥°¨¥¢ ¨«¨

°¥¸ ¾¹¨µ ¯° ¢¨«. � ª ·¥±²¢¥ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»µ ¤ ­­»µ ¬»

¨±¯®«¼§³¥¬, ª ª ¨ ° ­¼¸¥, ¯®¢²®°­³¾ ¢»¡®°ª³ X = (X1; : : : ; XN).
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�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ X ¢»¡®°®·­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, ².¥. ¬­®¦¥±²¢® ¢®§-

¬®¦­»µ §­ ·¥­¨© x ¢»¡®°ª¨ X.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥. C² ²¨±²¨·¥±ª¨¬ ª°¨²¥°¨¥¬ (²¥±²®¬, °¥-

¸ ¾¹¨¬ ¯° ¢¨«®¬) ¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ £¨¯®²¥§» H0 ¯°®²¨¢  «¼²¥°-

­ ²¨¢» H1 ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ' : X ! f0; 1g.
�±«¨ '(x) = 0, ²® ¯°¨­¨¬ ¥¬ £¨¯®²¥§³ H0. �±«¨ '(x) = 1, ²® ¯°¨-

­¨¬ ¥¬ £¨¯®²¥§³ H1.

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ K ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ¢ X , £¤¥ ¬» ¯°¨­¨¬ ¥¬ H1,

².¥.

K = fx 2 X : '(x) = 1g:
�­®¦¥±²¢® K ­ §»¢ ¥²±¿ ª°¨²¨·¥±ª®© §®­®© ²¥±²  '. � ¤ ­¨¥

ª°¨²¨·¥±ª®© §®­» K ®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥«¿¥² ²¥±² '. �¥©±²¢¨²¥«¼-

­®, '(x) = 1 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  x 2 K. �·¥­¼ · ±²®

ª°¨²¨·¥±ª ¿ §®­  ²¥±²  § ¤ ¥²±¿ ¯® ¯° ¢¨«³

K = fx 2 X : T (x) > cg;
¨«¨

K = fx 2 X : T (x) < cg;
£¤¥ T (x) | ­¥ª®²®° ¿ ±² ²¨±²¨ª , ­ §»¢ ¥¬ ¿ ±² ²¨±²¨ª®© ª°¨-

²¥°¨¿ ',   c | ­¥ª®²®° ¿ ª®­±² ­² , ­ §»¢ ¥¬ ¿ ª°¨²¨·¥±ª®©

ª®­±² ­²®©.

�­®£¤  ¢®§­¨ª ¥² ² ª ¿ ±¨²³ ¶¨¿, ª®£¤  ¤«¿ ¯®«³·¥­­®© ¢»¡®°-

ª¨ x ¬» ­¥ ¬®¦¥¬ ®¤­®§­ ·­® ¯°¨­¿²¼ °¥¸¥­¨¥ ¢ ¯®«¼§³ £¨¯®²¥§»

H0 ¨«¨ H1. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯°¨¯¨±»¢ ¾² ­¥ª®²®°³¾ ¢¥°®¿²­®±²¼

²®¬³, ·²® ¢¥°­  H0, ¨ ¤®¯®«­¨²¥«¼­³¾ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®¬³, ·²® ¢¥°-

­  H1. � ª®© ¢ °¨ ­² ¯°¨­¿²¨¿ °¥¸¥­¨¿ ´¨ª±¨°³¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾-

¹¥¬ ¯®­¿²¨¨.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �²®¡° ¦¥­¨¥ ' : X ! [0; 1] ­ §»¢ ¥²±¿ ° ­¤®-

¬¨§¨°®¢ ­­»¬ ª°¨²¥°¨¥¬ (²¥±²®¬, °¥¸ ¾¹¨¬ ¯° ¢¨«®¬). �­ -

·¥­¨¥ '(x) ¨­²¥°¯°¥²¨°³¥²±¿ ª ª ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯°¨­¿²¼ £¨¯®-

²¥§³ H1, ¥±«¨ ¯®«³·¥­  ¢»¡®°ª  x. �±«¨ ' ¯°¨­¨¬ ¥² ²®«¼ª® §­ -

·¥­¨¿ 0 ¨ 1, ²® ª°¨²¥°¨© ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥° ­¤®¬¨§¨°®¢ ­­»¬.

�¡»·­® ­¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¢ ° ­¤®¬¨§ ¶¨¨ ¢®§­¨ª ¥² ­  £° ­¨¶¥

ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨.
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�«¿ ¯°®¢¥°ª¨ £¨¯®²¥§»H0 ¯°®²¨¢  «¼²¥°­ ²¨¢»H1 ¬®¦­® ¯°¨-

¤³¬ ²¼ ¬­®£® ° §«¨·­»µ ª°¨²¥°¨¥¢. �®²¥«®±¼ ¡» ¢»¡° ²¼ ±°¥¤¨

­¨µ ¢ ®¯°¥¤¥«¥­­®¬ ±¬»±«¥ ­ ¨«³·¸¨©. �­²³¨²¨¢­® ¬» ±²°¥¬¨¬-

±¿ ¯®±²°®¨²¼ ² ª®¥ ¯° ¢¨«®, ¯°¨ ª®²®°®¬ ®¸¨¡ª¨ ¢®§­¨ª ¾² °¥¤-

ª®. � ­ ¸¥© § ¤ ·¥ ¥±²¼ ¤¢  ²¨¯  ®¸¨¡®ª. �¸¨¡ª¨ ¯¥°¢®£® °®-

¤ : ¬» ¯°¨­¨¬ ¥¬ £¨¯®²¥§³ H1, ª®£¤  ¢¥°­  H0. �¸¨¡ª¨ ¢²®°®-

£® °®¤ : ¬» ¯°¨­¨¬ ¥¬ H0, ª®£¤  ¢¥°­  H1. � ª ª ª ¢»¡®°ª  x

¯®«³· ¥²±¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ±«³· ©­®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­² , ­® ¬» ­¥ §­ -

¥¬ § ° ­¥¥, ª ª ª®¬³ °¥¸¥­¨¾ ¬» ¯°¨¤¥¬, ¯°¨¬¥­¿¿ ¯° ¢¨«® '.

�®½²®¬³ ¯°¨ ®¶¥­ª¥ ª ·¥±²¢  ²¥±²  ' ¥±²¥±²¢¥­­® ¨±µ®¤¨²¼ ¨§ ¢¥-

«¨·¨­» ¢¥°®¿²­®±²¥© ®¸¨¡®ª ¯¥°¢®£® ¨ ¢²®°®£® °®¤ . �±«¨ �

¥±²¼ ¨±²¨­­®¥ §­ ·¥­¨¥ ­¥¨§¢¥±²­®£® ¯ ° ¬¥²° , ²®

�(�) := P�(X 2 K); � 2 �0; (1)

®¯°¥¤¥«¿¥² ¢¥°®¿²­®±²¼ ®¸¨¡ª¨ ¯¥°¢®£® °®¤ ,  

1� �(�) := P�(X 62 K); � 2 �1; (2)

®¯°¥¤¥«¿¥² ¢¥°®¿²­®±²¼ ®¸¨¡ª¨ ¢²®°®£® °®¤ . � ¬ ¡» µ®²¥«®±¼

¬¨­¨¬¨§¨°®¢ ²¼ ¢¥«¨·¨­» �(�) ¤«¿ ¢±¥µ � 2 �0 ¨ 1 � �(�) ¤«¿

¢±¥µ � 2 �1. �® ¨§ ¢»° ¦¥­¨© (1) ¨ (2) ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ¤«¿ ³¬¥­¼-

¸¥­¨¿ �(�) ­³¦­® ±³¦ ²¼ ª°¨²¨·¥±ª³¾ ®¡« ±²¼K,   ¤«¿ ³¬¥­¼¸¥-

­¨¿ 1��(�) ­³¦­®, ­ ®¡®°®², ° ±¸¨°¿²¼ ª°¨²¨·¥±ª³¾ ®¡« ±²¼ K.

�.¥. ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ª ¤¢³¬ "ª®­´«¨ª²³¾¹¨¬" ª°¨²¥°¨¿¬ ª ·¥±²-

¢  (¢±¯®¬­¨²¥ ¯®±²°®¥­¨¥ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»µ ¨­²¥°¢ «®¢!). �«³·¸ ¿

®¤¨­, ¬» ³µ³¤¸ ¥¬ ¤°³£®©, ¨ ­ ®¡®°®². � ª ·¥±²¢¥ H0 ®¡»·­®

¢»¡¨° ¾² ¡®«¥¥ ¢ ¦­³¾ ¤«¿ ­ ± £¨¯®²¥§³, ª®²®°³¾ ¬» ­¥ µ®²¨¬

®²¢¥°£ ²¼ ( «¼²¥°­ ²¨¢­®, ­¥ µ®²¨¬ ¯°¨­¨¬ ²¼ H1) ¡¥§ ¤®±² ²®·-

­»µ ­  ²® ®±­®¢ ­¨©. � ±¨«³ ½²®£® ¬» ¢»¡¨° ¥¬ ­¥ª®²®°®¥ ¬ «®¥

� ¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ²®«¼ª® ² ª¨¥ ª°¨²¥°¨¨ ', ¤«¿ ª®²®°»µ

sup
�2�0

�(�) � �: (3)

� ª¨¥ ª°¨²¥°¨¨ ­ §»¢ ¾²±¿ ª°¨²¥°¨¿¬¨ ³°®¢­¿ §­ ·¨¬®±²¨

�. �®·­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¢¥°µ­¥© £° ­¨ ¢ (3) ­ §»¢ ¥²±¿ ° §¬¥°®¬
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ª°¨²¥°¨¿ '. � ²¥¬ ±°¥¤¨ ¢±¥µ ª°¨²¥°¨¥¢ ³°®¢­¿ � ¬» ¨¹¥¬ ² -

ª®©, ¤«¿ ª®²®°®£® ¢¥«¨·¨­  1 � �(�), � 2 �1 ¡³¤¥² ­ ¨¬¥­¼¸¥©.

�ª¢¨¢ «¥­²­®, ¬®¦­® ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ ²¼ ¢¥«¨·¨­³ �(�). �³­ª¶¨¿

�(� := P�(X 2 K)); � 2 �1; (4)

­ §»¢ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¥© ¬®¹­®±²¨. �­  ¯®ª §»¢ ¥², ª ª®¢  ¢¥-

°®¿²­®±²¼ ¯°¨­¿²¼ £¨¯®²¥§³ H1, ª®£¤  ®­  ¢¥°­ , ¤«¿ ° §«¨·­»µ

° ±¯°¥¤¥«¥­¨©, ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ H1. �®²¥«®±¼ ¡» ­ ©²¨ ² ª®© ª°¨²¥-

°¨© '0, ³ ª®²®°®£® ´³­ª¶¨¿ ¬®¹­®±²¨ �(�) ¡»«  ­ ¨¡®«¼¸¥© ±°¥¤¨

¢±¥µ ª°¨²¥°¨¥¢ ' ³°®¢­¿ � ¯°¨ «¾¡»µ � 2 �1.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �°¨²¥°¨© '0 ³°®¢­¿ � ­ §»¢ ¥²±¿ ° ¢­®¬¥°-

­® ­ ¨¡®«¥¥ ¬®¹­»¬ ª°¨²¥°¨¥¬ ³°®¢­¿ �, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£®

¤°³£®£® ª°¨²¥°¨¿ ' ³°®¢­¿ � ¨¬¥¥² ¬¥±²®

�'0
(�) � �'(�); 8� 2 �1: (5)

� ¬¥²¨¬, ·²® ­ ¬ ­³¦­® ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ ²¼ ¬®¹­®±²¼ ¯°¨ ¢±¥µ

§­ ·¥­¨¿µ � 2 �1. �²® ³¤ ¥²±¿ ±¤¥« ²¼ ¤®¢®«¼­® °¥¤ª®.

6.1.2 �°®¢¥°ª  ¯°®±²®© £¨¯®²¥§» ¯°®²¨¢ ¯°®±²®©  «¼-

²¥°­ ²¨¢»

� ª ¬» ®²¬¥· «¨ ¢»¸¥, ° ¢­®¬¥°­® ­ ¨¡®«¥¥ ¬®¹­»¥ ²¥±²» ±³-

¹¥±²¢³¾² ­¥ ¢±¥£¤ . �® ¥±«¨ ¬» ¯°®¢¥°¿¥¬ ¯°®±²³¾ £¨¯®²¥§³ H0

¯°®²¨¢ ¯°®±²®©  «¼²¥°­ ²¨¢» H1, ².¥.

H0 : � = �0;

H1 : � = �1;

²® ­ ¨«³·¸¨© (®¯²¨¬ «¼­»©) ª°¨²¥°¨© ±³¹¥±²¢³¥². �²®¡» ¯®-

­¿²¼, ª ª ®­ ¤®«¦¥­ ¢»£«¿¤¥²¼, ° ±±¬®²°¨¬ ¤¨±ª°¥²­³¾ ±«³· ©-

­³¾ ¢¥«¨·¨­³ �. �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ P0(x) ¨ P1(x) ¢¥°®¿²­®±²¨ ±®-

¡»²¨¿ (X = x) ¢ ±«³· ¥ ¢»¯®«­¥­¨¿ £¨¯®²¥§ H0 ¨ H1 ±®®²¢¥²-

±²¢¥­­®. �«¿ ¯®±²°®¥­¨¿ ª°¨²¥°¨¿ ­ ¬ ­¥®¡µ®¤¨¬® ®¯¨± ²¼ ª°¨-

²¨·¥±ª³¾ §®­³ K. �«¥¤³¿ ¯°¨­¶¨¯³ ­ ¨¡®«¼¸¥£® ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿

¥±²¥±²¢¥­­® ¯®¬¥¹ ²¼ ¢ K ²¥ ²®·ª¨ x, ¤«¿ ª®²®°»µ ¡®«¼¸¥ ®²­®-

¸¥­¨¥ P1(x)=P0(x) (².¥. ²¥, ª®²®°»¥ ¡®«¼¸¥ £®¢®°¿² ¢ ¯®«¼§³ H1).
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�¥¬¬  (�. �¥©¬ ­, �. �¨°±®­, 1933). �³±²¼ ±«³· ©­ ¿ ¢¥-

«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ¤¨±ª°¥²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¯°®±² ¿

£¨¯®²¥§  H0 ¯°®²¨¢ ¯°®±²®©  «¼²¥°­ ²¨¢» H1. �®£¤  ±°¥¤¨ ¢±¥µ

²¥±²®¢ ' ³°®¢­¿ � ±³¹¥±²¢³¥² ­ ¨¡®«¥¥ ¬®¹­»© ²¥±² '0, ¨ ®­

¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:

'0(x) =

8>>><
>>>:
1; ¥±«¨ P1(x) > c � P0(x);

0; ¥±«¨ P1(x) < c � P0(x);


; ¥±«¨ P1(x) = c � P0(x);

£¤¥ ª®­±² ­²» c > 0 ¨ 0 � 
 � 1 ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿

P0(X 2 K) = �:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ª°¨²¥°¨¿ ' ¥£® ³°®-

¢¥­¼ ¨ ¬®¹­®±²¼ ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬

�' =M0'(X); �' =M1'(X) =
X
x

'(x)P1(x):

�³±²¼ ª°¨²¥°¨© ' (¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ° ­¤®¬¨§¨°®¢ ­­»©) ¨¬¥¥²

³°®¢¥­¼ �, ².¥. �' � �. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® 0 < � < 1, ¨ ®¯°¥¤¥«¨¬

¬­®¦¥±²¢ 
S
+ = fx : '0(x) � '(x) > 0g;

S
� = fx : '0(x) � '(x) < 0g:

�±«¨ x 2 S
+, ²®

'0(x) > 0 ¨ P1(x) � c � P0(x):

�±«¨ x 2 S
�, ²®

P1(x) � c � P0(x):

�±¯®«¼§³¿ ½²¨ ±®®²­®¸¥­¨¿, ¯®«³·¨¬

P
x
['0(x) � '(x)]P1(x) � c � P

x
['0(x) � '(x)]P0(x) =

=
P
x
['0(x) � '(x)][P1(x) � c � P0(x)] =

=
P

x2S+[S�
['0(x) � '(x)][P1(x) � c � P0(x)] =

=
P

x2S+
['0(x) � '(x)][P1(x) � c � P0(x)]+

+
P

x2S�
['0(x) � '(x)][P1(x)� c � P0(x)]:
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�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®

�'0
� �' =

P
x
'0(x) � P1(x)� P

x
'(x) � P1(x) =

=
P
x
['0(x) � '(x)] � P1(x) � c � P

x
['0(x) � '(x)] � P0(x) =

= c � (� � �') � 0:

� ¬¥· ­¨¥. �®ª § ­­»© ¢»¸¥ °¥§³«¼² ² ±¯° ¢¥¤«¨¢ ¨ ¤«¿  ¡-

±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢ ´®°¬³«¨-

°®¢ª¥ «¥¬¬» ¢¥°®¿²­®±²¨ ­³¦­® § ¬¥­¨²¼ ­  ¯«®²­®±²¨,   ¯°¨

¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ § ¬¥­¨²¼ ±³¬¬» ­  ¨­²¥£° «».

�°¨¬¥°. �«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (a; �2). �°¥¤¯®« £ ¿, ·²® ¤¨±¯¥°±¨¿ �
2 = �

2
0

¨§¢¥±²­ , ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®¢¥°¨²¼ £¨¯®²¥§³

H0 : a = a0

¯°®²¨¢  «¼²¥°­ ²¨¢»

H1 : a = a1:

�³±²¼ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ a1 > a0. �±«¨ X = (X1; : : : ; XN) ¥±²¼

¯®¢²®°­ ¿ ¢»¡®°ª , ²® ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­®£® ¢¥ª-

²®°  X ¢ ²®·ª¥ x = (x1; : : : ; xN) ¨¬¥¥² ¢¨¤

�(x) = (2��2
0)
�N

2 exp

8<
:�

1

2�2
0

NX
j=1

(xj � a)2
9=
; :

�® «¥¬¬¥ �¥©¬ ­ -�¨°±®­  ­ ¬ ­³¦­® ° ±±¬®²°¥²¼ ®²­®¸¥­¨¥

�1(x)

�0(x)
=

exp

(
� 1

2�2
0

NP
j=1

(xj�a1)2
)

exp

(
� 1

2�2
0

NP
j=1

(xj�a0)2
) =

exp

(
� 1

2�2
0

"
NP
j=1

x
2
j
�2a1

NP
j=1

xj+Na
2
1

#)

exp

(
� 1

2�2
0

"
NP
j=1

x2
j
�2a0

NP
j=1

xj+Na20

#) =

= exp
�
� 1

2�20

h
�2N(a1 � a0) � �x+N(a21 � a

2
0)
i�
:

�°¨²¨·¥±ª ¿ ®¡« ±²¼ ®¯²¨¬ «¼­®£® ª°¨²¥°¨¿ '0 ¨¬¥¥² ¢¨¤

�1(x)

�0(x)
= exp

(
N

�
2
0

(a1 � a0) � �x
)
� exp

(
� N

2�2
0

(a21 � a
2
0)

)
> c:
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�°®¨§¢¥¤¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ­¥±ª®«¼ª® ½ª¢¨¢ «¥­²­»µ ¯°¥®¡° §®-

¢ ­¨©, ª®²®°»¥ ¤ ¾² ° §«¨·­»¥ ¢ °¨ ­²» § ¯¨±¨ ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥

®¡« ±²¨ K.

�1(x)=�0(x) > c () N

�20
(a1 � a0) � �x ()

�x > c2 () �x�a0
�0

� pN > c3:

�«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ 

y =
�x� a0

�0

�
p
N

¢ ±«³· ¥ £¨¯®²¥§» H0 ¨¬¥¥² ±² ­¤ °²­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥-

­¨¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ª®­±² ­²³ c3 ¬®¦­® ­ ©²¨ ¯® ² ¡«¨¶ ¬ ­®°-

¬ «¼­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨§ ³±«®¢¨¿

P0(y > c3) = 1� �(c3) =
1

2
� �0(c3) = �:

�ª®­· ²¥«¼­® ®¯²¨¬ «¼­»© ª°¨²¥°¨© ' ¨¬¥¥² ¢¨¤

'0(x) =

8<
:
1; ¥±«¨ �x > a0 +

c3��0p
N

= c4;

0; ¥±«¨ �x � c4:

�®«¥§­® ­ °¨±®¢ ²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ ª °²¨­ª³, ª®²®° ¿ ­ £«¿¤­® ¨«-

«¾±²°¨°³¥² ¯®«³·¥­­»© °¥§³«¼² ².

6.1.3 �°®¢¥°ª  ±«®¦­»µ £¨¯®²¥§. �°¨²¥°¨© ®²­®¸¥­¨¿

¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿

�®­¥·­®, ±«³· ©, ª®£¤  ¬» ¯°®¢¥°¿¥¬ ¯°®±²³¾ £¨¯®²¥§³ H0 ¯°®-

²¨¢ ¯°®±²®©  «¼²¥°­ ²¨¢» H1, ¿¢«¿¥²±¿ ¨±ª«¾·¨²¥«¼­»¬ ¨ °¥¤ª®

¢±²°¥· ¥²±¿ ¢ °¥ «¼­»µ § ¤ · µ. �¡»·­® ­³¦­® ¯°®¢¥°¿²¼ ±«®¦-

­»¥ £¨¯®²¥§». �® «¥¬¬  �¥©¬ ­ -�¨°±®­  ¯®¤±ª §»¢ ¥² ¬¥²®¤ ¯®-

±²°®¥­¨¿ ª°¨²¥°¨¥¢ ¤«¿ ±«®¦­»µ £¨¯®²¥§. �²®² ¬¥²®¤ ¡»« ¯°¥¤-

«®¦¥­ �¥©¬ ­®¬ ¨ �¨°±®­®¬ ¢ 1928 £®¤³.
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�³±²¼ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (y; �),

£¤¥ � 2 � | ­¥¨§¢¥±²­»© ¯ ° ¬¥²°. �³±²¼ �0 ¨ �1 | ¯®¤¬­®¦¥±-

²¢  �, ¤«¿ ª®²®°»µ �0\�1 = ;, �0[�1 = �. �°®¢¥°¿¥²±¿ £¨¯®²¥§ 

H0 : � 2 �0

¯°®²¨¢  «¼²¥°­ ²¨¢»

H1 : � 2 �1:

�«¿ ¯°®¢¥°ª¨ ² ª¨µ £¨¯®²¥§ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±² ²¨±²¨-

ª³

�(x) =

sup
�2�1

L(x; �)
sup
�2�0

L(x; �)
¨«¨, ½ª¢¨¢ «¥­²­®,

�1(x) =

sup
�2�1

L(x; �)
sup
�2�0

L(x; �) = max(�(x); 1)

£¤¥ L(x; �) ¥±²¼ ´³­ª¶¨¿ ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿, ².¥. ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®-

¿²­®±²¨ (¯«®²­®±²¼) ¯®¢²®°­®© ¢»¡®°ª¨ X = (X1; : : : ; XN). �²® ¥±-

²¥±²¢¥­­®¥ ®¡®¡¹¥­¨¥ ²®© ±² ²¨±²¨ª¨, ·²® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¢ «¥¬¬¥

�¥©¬ ­ -�¨°±®­ . �±«¨ ³¤ ¥²±¿ ­ ©²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ½²¨µ ±² ²¨±-

²¨ª, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ª°¨²¥°¨©, ­ §»¢ ¥¬»© ª°¨²¥°¨¥¬ ®²­®-

¸¥­¨¿ ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿, § ¤ ¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±-

²¨ ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ 

K = fx : �1(x) > cg;
£¤¥ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ª®­±² ­²  c ­ µ®¤¨²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿

P�(�1(x) > c) � �; � 2 �:

�°¨¬¥°. �«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (a; �2), ¯°¨·¥¬ �
2 ­¥¨§¢¥±²­®. �°®¢¥°¿¥²±¿

£¨¯®²¥§ 

H0 : a = a0
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¯°®²¨¢  «¼²¥°­ ²¨¢»

H1 : a 6= a0:

� ¬¥²¨¬, ·²® ®¡¥ £¨¯®²¥§» H0 ¨ H1 ¿¢«¿¾²±¿ ±«®¦­»¬¨, ².ª.

�0 = f(a; �2) : a = a0; �
2
> 0g; �1 = f(a; �2) : a 6= a0; �

2
> 0g:

�³±²¼ X = (X1; : : : ; XN) ¥±²¼ ¯®¢²®°­ ¿ ¢»¡®°ª . �®£¤  ´³­ª-

¶¨¿ ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿ (¯«®²­®±²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢»¡®°ª¨ X) ¨¬¥¥²

¢¨¤

L(x; a; �2) = (2��2)�
N

2 exp

8<
:�

1

2�2

NX
j=1

(xj � a)2
9=
; :

�°¨ ®¶¥­ª¥ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯® ¬¥²®¤³ ­ ¨¡®«¼¸¥£® ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿ ¬»

³¦¥ ­ ¸«¨, ·²®

sup
a;�2

L(x; a; �2) = L(x; �x; S2);

£¤¥ �x ¨ S
2 ¥±²¼ ¢»¡®°®·­®¥ ±°¥¤­¥¥ ¨ ¢»¡®°®·­ ¿ ¤¨±¯¥°±¨¿ ±®®²-

¢¥²±²¢¥­­®.

�­ «®£¨·­® ¬®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²®

sup
a=a0;�2

L(x; a0; �2) = L(x; a); S2
0);

£¤¥

S
2 =

1

N

X
j

(xj � a0)
2 = S

2 + (�x� a0)
2
:

� ½²®¬ ±«³· ¥

�1(x) =
(2�S2)�

N

2 � e�N

2

(2�[S2 + (�x� a0)2])�N

2
exp

n
�N

2

o =
0
@
�����
�x� a0

S

�����
2

+ 1

1
A

N

2

:

�°¨²¨·¥±ª ¿ ®¡« ±²¼ ¨¬¥¥² ¢¨¤

�1(x) > c

¨«¨, ½ª¢¨¢ «¥­²­®,

jtN�1j =
�����
�x� a0

C

�
p
N

����� > C1:
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� ª ®²¬¥· «®±¼ ° ­¥¥ (¯°¨ ¯®±²°®¥­¨¨ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»µ ¨­²¥°¢ -

«®¢), ¥±«¨ ¢¥°­  £¨¯®²¥§  H0, ²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  tN�1 ¨¬¥¥²

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �²¼¾¤¥­²  ± N � 1 ±²¥¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®¤». �®£¤  ¤«¿

§ ¤ ­­®£® � ª®­±² ­²  c1 ­ µ®¤¨²±¿ ¯® ² ¡«¨¶ ¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

�²¼¾¤¥­²  ¨§ ±®®²­®¸¥­¨¿

P0(jtN�1j > c1) = �:

� ¤ · . � ²¼ ®¯¨± ­¨¥ ª°¨²¥°¨¥¢ ®²­®¸¥­¨¿ ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿

¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ ±«¥¤³¾¹¨µ £¨¯®²¥§.

1) X = (X1; : : : ; XN) | ¯®¢²®°­ ¿ ¢»¡®°ª  ¨§ £¥­¥° «¼­®© ±®-

¢®ª³¯­®±²¨ ± ­®°¬ «¼­»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (a; �2).

�°®¢¥°¿¥²±¿ £¨¯®²¥§ 

H0 : �
2 = �

2
0

¯°®²¨¢  «¼²¥°­ ²¨¢»

H1 : �
2 6= �

2
0:

2) X = (X1; : : : ; XN) ¨ Y = (Y1; : : : ; YN) | ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¯®-

¢²®°­»¥ ¢»¡®°ª¨ ¨§ £¥­¥° «¼­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ ± ­®°¬ «¼­»¬¨

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿¬¨ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (a1; �
2) ¨ (a2; �

2) ±®®²¢¥²±²¢¥­-

­®. �°®¢¥°¿¥²±¿ £¨¯®²¥§ 

H0 : a1 = a2

¯°®²¨¢  «¼²¥°­ ²¨¢»

H1 : a1 6= a2:

6.1.4 �°®¢¥°ª  ±«®¦­»µ £¨¯®²¥§ ¤«¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨© ±

¬®­®²®­­»¬ ®²­®¸¥­¨¥¬ ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿

� ½²®¬ ±«³· ¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ±¥¬¥©±²¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨© ± ®¤-

­¨¬ ±¯¥¶¨ «¼­»¬ ±¢®©±²¢®¬, ¤«¿ ª®²®°®£® ±³¹¥±²¢³¾² ° ¢­®¬¥°-

­® ­ ¨¡®«¥¥ ¬®¹­»¥ ²¥±²» ¤«¿ ­¥ª®²®°»µ ±«®¦­»µ £¨¯®²¥§.

�³±²¼ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ¨¬¥¥² ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

�(y; �), £¤¥ � 2 � � R1 ¥±²¼ ±ª «¿°­»© ¯ ° ¬¥²°. �³±²¼, ¤ «¥¥,
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X = (X1; : : : ; XN) ¥±²¼ ¯®¢²®°­ ¿ ¢»¡®°ª  ¨§ £¥­¥° «¼­®© ±®¢®-

ª³¯­®±²¨ ± ² ª¨¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ´³­ª¶¨¿

¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿

L(x; �) = �(x1; �) � : : : � �(xN ; �)
¤®¯³±ª ¥² ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥

L(x; �) = g(T (x); �) � h(x); (6)

£¤¥ g(t; �) | ­¥ª®²®° ¿ ´³­ª¶¨¿ ®² ¤¢³µ ±ª «¿°­»µ  °£³¬¥­²®¢.

�² ²¨±²¨ª  T (x) ­ §»¢ ¥²±¿ ¤®±² ²®·­®© ±² ²¨±²¨ª®© ¤«¿ ¯ -

° ¬¥²°  �.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¥¬¥©±²¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨© P = f�(y; �); � 2 � �
R1g ¨¬¥¥² ¬®­®²®­­®¥ ®²­®¸¥­¨¥ ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿, ¥±«¨ ¤«¿

«¾¡»µ ´¨ª±¨°®¢ ­­»µ �0 < �1 ¨§ � ´³­ª¶¨¿ g(t; �1)=g(t; �0) ¬®­®-

²®­­® ¢®§° ±² ¥² (³¡»¢ ¥²) ¯® t.

�°®¢¥°¿¥²±¿ £¨¯®²¥§ 

H0 : � = �0

¯°®²¨¢  «¼²¥°­ ²¨¢»

H1 : � � �1;

£¤¥ �1 > �0. �»¡¥°¥¬ ­¥ª®²®°®¥ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¥ �0 � �1 ¨ ¯®±²°®¨¬

ª°¨²¥°¨© �¥©¬ ­ {�¨°±®­  ¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ ¯°®±²®© £¨¯®²¥§»

H0 : � = �0

¯°®²¨¢ ¯°®±²®©  «¼²¥°­ ²¨¢»

H
0
0 : � = �

0
:

�°¨²¨·¥±ª ¿ §®­  ½²®£® ª°¨²¥°¨¿ ¢»¤¥«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥¬

L(x; �0)=L(x; �0) = g(T (x); �0)=g(T (x); �0) > c:

� ±¨«³ ¬®­®²®­­®±²¨ ®²­®¸¥­¨¿ ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿ ½²® ½ª¢¨¢ «¥­²­®

³±«®¢¨¾

T (x) > c1: (7)
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�®­±² ­²  c1 ­ µ®¤¨²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿

P�0
(T (x) > c1) = �;

².¥. ¯®«­®±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ §­ ·¥­¨¥¬ �0 ¨ ­¥ § ¢¨±¨² ®² · ±²­®£®

¢»¡®°  �0 � �1.

� ±¨«³ «¥¬¬» �¥©¬ ­ -�¨°±®­  ¯®±²°®¥­­»© ª°¨²¥°¨© ¿¢«¿-

¥²±¿ ­ ¨¡®«¥¥ ¬®¹­»¬ ¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ H0 ¯°®²¨¢ H
0
1 ¤«¿ «¾¡®£®

�
0 � �1, ².¥. ¿¢«¿¥²±¿ ° ¢­®¬¥°­® ­ ¨¡®«¥¥ ¬®¹­»¬ ª°¨²¥°¨¥¬

³°®¢­¿ � ¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ H0 ¯°®²¨¢ ±«®¦­®©  «¼²¥°­ ²¨¢» H1.

�°¨¬¥°. � ¨¬¥¥² ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨

(a; �2). �³±²¼ �2 = �
2
0 ¨§¢¥±²­® ¨ ¯°®¢¥°¿¥²±¿ £¨¯®²¥§ 

H0 : a = a0

¯°®²¨¢  «¼²¥°­ ²¨¢»

H1 : a � a1;

£¤¥ a1 > a0. � ½²®© § ¤ ·¥ ´³­ª¶¨¿ ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿ ° ¢­ 

L(x; a) = (2��2
0)
�N

2 exp

(
� 1

2�20

NP
j=1

(xj � a)2
)
=

= exp

(
1
�20
� a � NP

j=1
xj � N �a2

2�20

)
� (2��2

0)
�N

2 exp

(
� 1

2�20

NP
j=1

x
2
j

)
=

= g(T (x); a) � h(x);
£¤¥ T (x) =

P
j

xj, ².¥. ¨¬¥¥² ¢¨¤ (6). �²® ±¥¬¥©±²¢® ± ¬®­®²®­­»¬

®²­®¸¥­¨¥¬ ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿, ².ª. g(t; a0)=g(t; a0) ±²°®£® ¢®§° ±² ¥²

¯® t ¯°¨ «¾¡»µ a
0
> a0. � ±¨«³ ±ª § ­­®£® ¢»¸¥ ±³¹¥±²¢³¥² ° ¢-

­®¬¥°­® ­ ¨¡®«¥¥ ¬®¹­»© ²¥±² ¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ H0 ¯°®²¨¢  «¼²¥°-

­ ²¨¢» H1, ª°¨²¨·¥±ª ¿ ®¡« ±²¼ ª®²®°®£® ¢»¤¥«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥¬

T (x) =
NX
j=1

xj > c:

�®±«¥ ½ª¢¨¢ «¥­²­»µ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨© ¥¥ ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

�x� a0

�0

�
p
R > c1:
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�°¨²¨·¥±ª ¿ ª®­±² ­²  c1 ­ µ®¤¨²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿, ·²®

P0(
�x� a0

�0

�
p
N > c1) = 1� �(c1) =

1

2
� �0(c1) = �:

�¤¥±¼ ¬» ¨±¯®«¼§®¢ «¨ ²®² ´ ª², ·²® ¯°¨ £¨¯®²¥§¥ H0 ±² ²¨±²¨ª 

Y =
�x� a0

�0

�
p
N

¨¬¥¥² ±² ­¤ °²­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥.

� ¬¥· ­¨¥. �­ «®£¨·­»¥ °¥§³«¼² ²» ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¨ ¤«¿ ¤¨±-

ª°¥²­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©, ¥±«¨ ¢® ¢±¥µ ´®°¬³«¨°®¢ª µ ¯«®²­®±²¨

§ ¬¥­¨²¼ ­  ¢¥°®¿²­®±²¨.
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