
∫ ∫∫ =





∂
∂−

∂
∂=+

DL

dxdy
y
v

x
uudyvdx 0  (условие Коши – Римана). 

Поэтому  ( )∫ =
L

dzzf 0 .

Следствие. Пусть  L1,  L2 –  две  кусочно-гладких  дуги  в  односвязной  области  G, 

соединяющие точки A, B. Пусть функция f(z) – аналитическая в области G. Тогда ( )∫
1L

dzzf

= ( )∫
2L

dzzf . 

Можно  дать  словесную  формулировку:  интеграл  от  аналитической  функции  в 
односвязной области вдоль кусочно-гладкой дуги не зависит от формы дуги, а зависит  
только от начальной и конечной точек дуги.

Доказательство. Образуем контур )( 21 LL −∪=γ . По интегральной теореме Коши 
( )∫ =

γ

0dzzf .  Но  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫∫ −=+=
−1 212L LLL

dzzfdzzfdzzfdzzfdzzf
γ

.  Следовательно, 

( )∫
1L

dzzf .= ( )∫
2L

dzzf .

Поэтому результат в рассмотренном выше примере не случаен.

Очень  важный  пример.  Вычислить  интеграл  ( )∫ −γ
nzz

dz

0
,  где  n –  целое  число, 

контур γ  - окружность с центром в точке 0z   радиусом ρ .

Покажем,  что  точки  z на  контуре γ  можно  описать  уравнением  ϕρ iezz += 0 , 
πϕ 20 <≤ ,  0>ρ  -  действительное  число.  В  самом  деле,  ρρ ϕ ==− iezz 0 ,  так  как 

1sincossincos 22 =+=+= ϕϕϕϕϕ ie i . Таким образом, контур γ  - это геометрическое 

место  точек  комплексной  плоскости,  расположенных  на  расстоянии  ρ  от  точки  0z  - 
окружность с центром в точке 0z   радиусом ρ .

Если 0≤n , то подынтегральная функция – аналитическая внутри контура γ . Тогда 

по интегральной теореме Коши ( )∫ −γ
nzz

dz

0
= 0.

Пусть  0>n . Так как точка  z лежит на контуре  γ , то  ϕρ iezz += 0 ,  ϕρ ϕ deidz i= . 
Перейдем к переменной ϕ . Пусть 1≠n .

( )∫ −γ
nzz

dz

0
= ( ) ( ) 0
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π
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e
dei

по периодичности экспоненты.
Пусть 1=n . Тогда 

( )∫ −γ
nzz

dz

0
= idid

e
ie

i

i

πϕϕ
ρ
ρ ππ

ϕ

ϕ

2
2

0

2

0

== ∫∫ .

Вывод. ( )∫ −γ
nzz

dz

0
=





=
≠

1,2
1,0

ni
n

π .

2. Доказать теорему смещения
Теорема смещения. ( ) ( )λλ −pFetf t ~ .



Доказательство. ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλλλ −=== −−
∞

−
∞

∫∫ pFdtetfdteetfetfL tppttt

00

 

Здесь 0ReRe sp +> λ  по теореме об области определения изображения.

Примеры. ( )
,~sin

22 αλ
ααλ

+−p
te t

( )
,~cos

22 αλ
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−

p
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( )
,~

22 αλ
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−−p
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22 αλ
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p
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Заданы изображения  найти оригиналы ( ) ( )pFtf ~ .
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9 билет.
1. Вывести необходимые условия дифференцируемости функции комплексного 
переменного

Производная  функции  комплексной  переменной  вводится  так  же,  как  и  для 
функции действительной переменной

( ) ( ) ( )
z

zfzzfzf zz ∆
−∆+=′ → 0

lim .

Функция  ( )zf  называется  дифференцируемой в точке  0z , если ее приращение в 
этой точке можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,lim,, 000000 0
=∆+∆=−∆+=∆ → zzгдеzzzzzAzfzzfzf zz εε ,  то  есть 

( )0, zzε  -  бесконечно  малая  при  0zz → .  Главная  линейная  относительно  z∆  часть 
приращения  функции  в  точке  0z ,  ( ) zzA ∆0  называется  дифференциалом  функции  в 
точке 0z , ( ( ) ( ) zzAzdf ∆= 00 ).

Замечание. Функция  двух  переменных  ( )yx,ϕ  называется  дифференцируемой  в 
точке ( 00 , yx ), если ее приращение в этой точке можно представить в виде

( ) ( ) xyxAyx ∆=∆ 0000 ,,ϕ ( ) yyxB ∆+ 00 , + ( ) xyxyx ∆001 ,,,ε + ( ) yyxyx ∆002 ,,,ε ,
где ( )001 ,,, yxyxε , ( )002 ,,, yxyxε  - бесконечно малые при 0,0 →∆→∆ yx ,

( )00 , yx
x

A
∂
∂= ϕ

, ( )00 , yx
y

B
∂
∂= ϕ

 .

Теорема.  Для  того,  чтобы функция  ( )zf  была  дифференцируема  в  точке  0z , 
необходимо и достаточно, чтобы существовала ее конечная производная в этой точке. 

Доказательство. Проводится так же, как и для функции действительной переменной 
с использованием теоремы о связи функции, предела и бесконечно малой.


