
( )
∫ −L

dz
zz
zf

i 02
1
π =

( )
∫ −

ργπ
dz

zz
zf

i 02
1

, где  ργ - окружность с центром в точке  0z , радиусом 

ρ ,  πϕργ ϕ
ρ 20,: 0 <≤+= iezz .  Радиус  окружности  выбран  достаточно  малым,  чтобы 

окружность  целиком  лежала  в  области  D.  Так  как  ∫ =
−

ργ

π i
zz

dz 2
0

(важный  пример  в 

предыдущей лекции), то ( ) ( )
∫ −

=
ργπ

dz
zz

zf
i

zf
0

0
0 2

1
. Оценим | ( ) ( )

∫ −
−

L

dz
zz
zf

i
zf

0
0 2

1
π | = 

= |
( ) ( )

∫ −
−

ργπ
dz

zz
zfzf

i 0

0

2
1

| 
( ) ( )

∫ ≤
−

−
≤

ργπ
||

2
1

0

0 dz
zz

zfzf
i

(на  окружности  ργ ,  ϕρϕρ ϕ ddiedz i == ,  так  как  1sincos,1 22 =+== ϕϕϕiei . 

По непрерывности функции  ( ) ( ) ( ) ( ) ερερε <−⇒<−>∃>∀ 00,00 zfzfzzzf ). 

επ ρ
π ρ
εϕρ

π ρ
ε

ρ
ε

π

π

γ ρ

===≤ ∫∫ 2
222

1 2

0

ddz .  В  силу  произвольности  ε  |

( ) ( )
∫ −

−
L

dz
zz
zf

i
zf

0
0 2

1
π | = 0. Следовательно, ( ) ( )

∫ −
=

L

dz
zz
zf

i
zf

0
0 2

1
π . 

2. Доказать теорему смещения
Теорема смещения. ( ) ( )λλ −pFetf t ~ .

Доказательство. ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλλλ −=== −−
∞

−
∞

∫∫ pFdtetfdteetfetfL tppttt

00

 

Здесь 0ReRe sp +> λ  по теореме об области определения изображения.

Примеры. ( )
,~sin

22 αλ
ααλ

+−p
te t

( )
,~cos

22 αλ
λαλ

+−
−

p
pte t

( )
,~

22 αλ
ααλ

−−p
tshe t

( )
,~

22 αλ
λαλ

−−
−

p
ptche t

Заданы изображения  найти оригиналы ( ) ( )pFtf ~ .

( )
2910

43
2 ++

+=
pp

ppF

( )
( ) ( ) ( ) 2222222 25

2
2

11
25

53
25

43
2910

43
++

−
++

+=
++

+=
++

+=
pp

p
p

p
pp

ppF






 −=− −−− ttetete ttt 2sin

2
112cos32sin

2
112cos3~ 555 .

( )
34

1
2 +−

+=
pp

ppF

( ) ( ) ( )
tt ee

pppp
p

pp
ppF

2
1

2
3~

1
2
1

3
2
3

31
1

34
1 3

2 −
−

−
+

−
=

−−
+=

+−
+= .

14 билет
1. Вывести интегральную формулу Коши



Интегральная формула Коши

Пусть функция  ( )zf  аналитическая в односвязной области 
G . Пусть кусочно-гладкий контур  L принадлежит  G  вместе со 
своей внутренностью  D . Пусть Dz ∈0 , тогда 

( ) ( )
∫ −

=
L

dz
zz
zf

i
zf

0
0 2

1
π

Доказательство. По интегральной теореме Коши для многосвязной области
( )

∫ −L

dz
zz
zf

i 02
1
π =

( )
∫ −

ργπ
dz

zz
zf

i 02
1

, где  ργ - окружность с центром в точке  0z , радиусом 

ρ ,  πϕργ ϕ
ρ 20,: 0 <≤+= iezz .  Радиус  окружности  выбран  достаточно  малым,  чтобы 

окружность  целиком  лежала  в  области  D.  Так  как  ∫ =
−

ργ

π i
zz

dz 2
0

(важный  пример  в 

предыдущей лекции), то ( ) ( )
∫ −

=
ργπ

dz
zz

zf
i

zf
0

0
0 2

1
. Оценим | ( ) ( )

∫ −
−

L

dz
zz
zf

i
zf

0
0 2

1
π | = 

= |
( ) ( )

∫ −
−

ργπ
dz

zz
zfzf

i 0

0

2
1

| 
( ) ( )

∫ ≤
−

−
≤

ργπ
||

2
1

0

0 dz
zz

zfzf
i

(на  окружности  ργ ,  ϕρϕρ ϕ ddiedz i == ,  так  как  1sincos,1 22 =+== ϕϕϕiei . 

По непрерывности функции  ( ) ( ) ( ) ( ) ερερε <−⇒<−>∃>∀ 00,00 zfzfzzzf ). 

επ ρ
π ρ
εϕρ

π ρ
ε

ρ
ε

π

π

γ ρ

===≤ ∫∫ 2
222

1 2

0

ddz .  В  силу  произвольности  ε  |

( ) ( )
∫ −

−
L

dz
zz
zf

i
zf

0
0 2

1
π | = 0. Следовательно, ( ) ( )

∫ −
=

L

dz
zz
zf

i
zf

0
0 2

1
π . 

2. Доказать теорему о дифференцировании оригинала
Теорема о дифференцировании оригинала.
Пусть ( )tf ′ - оригинал. Тогда ( )tf ′ ( ) ( )0~ +− fppF .

Доказательство. 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+−=−=′=′ −
+→

−
+ ∞→

∞
−∞−

∞
− ∫∫ ppFetfetfedtfetfdtetftfL pt

t
pt

t
ptptpt

0
0

0
0

limlim

( ) ( )0+−= fppF ,  так как ( ) 0Re0lim sspприetf pt
t >==−

+ ∞→ .

Следствие. Если  ( ) ( )tf n  -  оригинал,  то  ( ) ( )tf n

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00...00~ 1221 +−+−−+′−+− −−−− nnnnn fpffpfppFp .

Доказательство. ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) =+−=




 ′= −−− 0111 nnnn ftfpLtfLtfL

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) =+−+−+−=+−+− −−−−−−− 00000 1233122 nnnnnnn ffftfpLppfftfpLp …
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00...00 1221 +−+−−+′−+−= −−−− nnnnn fpffpfppFp .
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