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1. Доказать интегральную формулу Коши
     Интегральная формула Коши
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Доказательство. По интегральной теореме Коши для многосвязной области
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2. Доказать теорему о дифференцировании оригинала


Теорема о дифференцировании оригинала.
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Доказательство. 
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Следствие. Если 
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Доказательство. 
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                          2 билет.
1. Доказать теорему о производной аналитической функции
Теорема. Аналитическая функция является бесконечно дифференцируемой в области аналитичности.
Доказательство. Можно показать, что интеграл в интегральной формуле Коши можно дифференцировать по z0, как по параметру. Проводя это дифференцирование нужное число раз, получим формулу для n – ой производной аналитической функции.
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С помощью полученных формул (деля обе части на коэффициент перед интегралом) можно вычислять интегралы вида
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3. Вычислить
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2. Доказать теорему об интегрировании оригинала
Теорема об интегрировании оригинала. 
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3 билет.
1.Вычет аналитической функции в изолированной особой точке. Вычет в бесконечно удаленной точке. Доказать теорему о сумме вычетов. В том случае, когда точка 
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- существенно особая точка, вычет в ней вычисляется единственным способом – непосредственным разложением функции в ряд Лорана и вычислением коэффициента при –1 степени.

Пример. 
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Вычетом функции в бесконечно удаленной точке 
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Общая теорема о вычетах.
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Доказательство. По интегральной теореме Коши для многосвязной области 
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Тогда 
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Теорема. Сумма вычетов функции по всей расширенной плоскости равна нулю.
Доказательство. Выберем контур 
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Следствие. Сумма вычетов функции по всей конечной плоскости равна вычету функции в бесконечно удаленной точке, взятому со знаком «минус».
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2. Доказать теорему об интегрировании оригинала
Теорема об интегрировании оригинала. 
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Доказательство. Обозначим 
[image: image99.wmf](

)

(

)

ò

=

t

dt

t

f

t

0

j

. Это – оригинал (проверьте требования к оригиналу). 
[image: image100.wmf](

)

0

0

=

j

. Обозначим 
[image: image101.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image102.wmf](

)

(

)

(

)

p

Ф

t

L

=

j

. По теореме о дифференцировании оригинала 
[image: image103.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

p

F

p

pФ

t

L

t

t

f

=

-

=

¢

¢

=

0

~

j

j

j

. Так как 
[image: image104.wmf](

)

0

0

=

j

, то 
[image: image105.wmf](

)

(

)

p

p

F

p

Ф

=

.

Следовательно, 
[image: image106.wmf](

)

(

)

p

p

F

dt

t

f

t

~

0

ò

.

Пример. 
[image: image107.wmf]1

!

~

+

n

n

p

n

t

.


[image: image108.wmf](

)

(

)

...

,

2

3

~

3

,

2

~

2

,

1

~

1

,

1

~

1

4

0

2

3

3

0

2

2

0

p

dt

t

t

p

tdt

t

p

dt

t

t

p

t

t

t

t

×

=

=

=

ò

ò

ò



 EMBED Equation.3  [image: image109.wmf]1

!

~

+

n

n

p

n

t

.


4 билет.
1. Вывести интегральную формулу Коши
Интегральная формула Коши.
Интегральная формула Коши
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Доказательство. По интегральной теореме Коши для многосвязной области
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2. Доказать теорему об интегрировании оригинала
Теорема об интегрировании оригинала. 
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Доказательство. Обозначим 
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Пример. 
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5 билет.
1. Доказать теорему Абеля для степенных рядов (в комплексной плоскости)
Теорема Абеля. Если степенной ряд 
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Доказательство (аналогично случаю действительной переменной). 

1) Пусть ряд  сходится в точке 
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Так как ряд сходится в точке 
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Исследуем степенной ряд на абсолютную сходимость. Рассмотрим ряд из модулей членов ряда. 
[image: image156.wmf](

)

å

¥

=

-

0

0

n

n

n

z

z

c

Оценим общий член ряда из модулей. 


[image: image157.wmf](

)

n

n

z

z

c

0

-



 EMBED Equation.3  [image: image158.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

0

,

0

1

0

0

1

0

0

1

0

1

0

1

0

<

-

-

=

<

£

-

-

-

£

-

-

-

=

z

z

z

z

q

где

q

z

z

z

z

z

z

c

z

z

z

z

z

z

с

n

n

n

n

n

n

n

n

n

e

.

Ряд из модулей исходного ряда сходится по первому признаку сравнения числовых рядов (ряд сравнения – сходящаяся бесконечно убывающая геометрическая прогрессия 
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2) Пусть ряд расходится в точке 
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Если ряд сходится в точке 
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2. Вывести формулу для изображения периодического оригинала
Изображение периодической функции.
Пусть функция 
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Вычислим 
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Примеры. 

1) Найти оригинал по изображению  
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2)  Найти изображение периодической функции с периодом Т. 
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6 билет.
1. Доказать теорему Абеля для степенных рядов (в комплексной плоскости)
Теорема Абеля. Если степенной ряд 
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Доказательство (аналогично случаю действительной переменной). 

3) Пусть ряд  сходится в точке 
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Так как ряд сходится в точке 
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Тогда 
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Исследуем степенной ряд на абсолютную сходимость. Рассмотрим ряд из модулей членов ряда. 
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Ряд из модулей исходного ряда сходится по первому признаку сравнения числовых рядов (ряд сравнения – сходящаяся бесконечно убывающая геометрическая прогрессия 
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[image: image206.wmf]0

1

0

z

z

z

z

-

<

-

 сходится абсолютно. 
Замечание. Казалось бы, что из признака Вейерштрасса в области 
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 следует равномерная сходимость исходного ряда, но здесь 
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 степенной ряд будет сходиться равномерно по признаку Вейерштрасса.

4) Пусть ряд расходится в точке 
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Если ряд сходится в точке 
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, то по доказанному в пункте 1), он должен абсолютно сходиться в точке 
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2. Доказать теорему об интегрировании оригинала
Теорема об интегрировании оригинала. 
[image: image224.wmf](
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Доказательство. Обозначим 
[image: image225.wmf](

)

(

)

ò

=

t

dt

t

f

t

0

j

. Это – оригинал (проверьте требования к оригиналу). 
[image: image226.wmf](

)

0

0

=

j

. Обозначим 
[image: image227.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image228.wmf](

)

(

)

(

)

p

Ф

t

L

=

j

. По теореме о дифференцировании оригинала 
[image: image229.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

p

F

p

pФ

t

L

t

t

f

=

-

=

¢

¢

=

0

~

j

j

j

. Так как 
[image: image230.wmf](

)

0

0

=

j

, то 
[image: image231.wmf](

)

(

)

p

p

F

p

Ф

=

.

Следовательно, 
[image: image232.wmf](

)

(

)

p

p

F

dt

t

f

t

~

0

ò

.

Пример. 
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7 билет.
1. Достаточные условия дифференцируемости функции комплексного переменного (сформулировать и доказать)
Производная функции комплексной переменной вводится так же, как и для функции действительной переменной
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Функция 
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Замечание. Функция двух переменных 
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Теорема. Для того, чтобы функция 
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Доказательство. Проводится так же, как и для функции действительной переменной с использованием теоремы о связи функции, предела и бесконечно малой.

Необходимость. Пусть функция дифференцируема в точке 
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Делим обе части на 
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Поэтому 
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Достаточность. Пусть в точке 
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. Следовательно, функция дифференцируема в точке 
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Функция называется дифференцируемой в области, если она дифференцируема в каждой точке этой области.
2. Доказать теорему о свертке оригиналов
Теорема о свертке (теорема о произведении изображений). 
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Доказательство.
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Пример. Найти оригинал, соответствующий изображению 
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8 билет.
1. Доказать основную теорему Коши для односвязной области
Интегральная теорема Коши (для односвязной области).

Пусть G – односвязная область,  пусть функция f(z) – аналитическая в G функция, пусть L – кусочно—гладкий контур, принадлежащий области G. Тогда 
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Теорему можно сформулировать и так: интеграл от аналитической функции вдоль кусочно-гладкого контура равен нулю.
Доказательство. 

	[image: image1233.wmf]2

g


	Обозначим  D – внутренность контура L . Запишем формулу Грина  
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Применим к каждому слагаемому в правой части равенства формулу Грина. В первом интеграле примем P = u, Q = -v. 


[image: image287.wmf]ò

òò

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

-

=

-

L

D

dxdy

y

u

x

v

vdy

udx

0

 

(для аналитической функции выполнены условия Коши – Римана 
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Во втором интеграле примем  P = v, Q = u.
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 (условие Коши – Римана). 

Поэтому  
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Следствие. Пусть L1, L2 – две кусочно-гладких дуги в односвязной области G, соединяющие точки A, B. Пусть функция f(z) – аналитическая в области G. Тогда 
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Можно дать словесную формулировку: интеграл от аналитической функции в односвязной области вдоль кусочно-гладкой дуги не зависит от формы дуги, а зависит только от начальной и конечной точек дуги.

Доказательство. Образуем контур 
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Поэтому результат в рассмотренном выше примере не случаен.

Очень важный пример. Вычислить интеграл 
[image: image298.wmf](

)

ò

-

g

n

z

z

dz

0

, где n – целое число, контур 
[image: image299.wmf]g

 - окружность с центром в точке 
[image: image300.wmf]0

z

  радиусом 
[image: image301.wmf]r

.

Покажем, что точки z на контуре
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 можно описать уравнением 
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Если 
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2. Доказать теорему смещения
Теорема смещения. 
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Здесь 
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9 билет.
1. Вывести необходимые условия дифференцируемости функции комплексного переменного
Производная функции комплексной переменной вводится так же, как и для функции действительной переменной
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Функция 
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Теорема. Для того, чтобы функция 
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Доказательство. Проводится так же, как и для функции действительной переменной с использованием теоремы о связи функции, предела и бесконечно малой.
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Достаточность. Пусть в точке 
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Функция называется дифференцируемой в области, если она дифференцируема в каждой точке этой области.
2. Доказать свойства свертки оригиналов
Сверткой 
[image: image381.wmf](

)

(

)

t

t

f

j

*

 двух функций называется интеграл 
[image: image382.wmf](

)

(

)

t

t

f

j

*

=
[image: image383.wmf](

)

(

)

ò

-

t

d

t

f

0

t

t

j

t

.

Свойства свертки.

1. Коммутативность. 
[image: image384.wmf]f

f

*

=

*

j

j



[image: image385.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

ò

*

=

-

=

-

-

=

-

=

=

-

=

*

0

0

0

t

t

t

f

dv

v

v

t

f

dv

v

t

f

v

t

v

замена

d

f

t

f

j

j

j

t

t

t

t

j

j


2. Ассоциативность.
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10 билет.
1. Геометрический смысл производной аналитической функции
Рассмотрим комплекснозначную   дифференцируемую в точке t и некоторой ее окрестности функцию действительной переменной z(t). 
	[image: image1234.wmf]1

g

[image: image1235.wmf]g

[image: image1236.wmf]t


	Рассмотрим  точку z , дадим приращение (z, (= arg (z. Тогда 
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угол наклона касательной к графику в точке 
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Касательная к графику функции, по рассмотренному выше, имеет угол наклона к действительной оси равный 
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Отображение, сохраняющее углы между кривыми, называется конформным. Поэтому отображение посредством аналитической функции (в тех точках, в которых ее производная отлична от нуля) является конформным.

Пример. Линейное отображение 
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2. Доказать теорему о дифференцировании оригинала
Теорема о дифференцировании оригинала.
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[image: image430.wmf](

)

t

f

¢

- оригинал. Тогда 
[image: image431.wmf](

)

t

f

¢
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Доказательство. 
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Следствие. Если 
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Доказательство. 
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11 билет
1. Достаточные условия дифференцируемости функции комплексного переменного (сформулировать и доказать)
Производная функции комплексной переменной вводится так же, как и для функции действительной переменной
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Функция 
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Замечание. Функция двух переменных 
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Теорема. Для того, чтобы функция 
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Доказательство. Проводится так же, как и для функции действительной переменной с использованием теоремы о связи функции, предела и бесконечно малой.

Необходимость. Пусть функция дифференцируема в точке 
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Поэтому 
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Достаточность. Пусть в точке 
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Функция называется дифференцируемой в области, если она дифференцируема в каждой точке этой области.
2. Доказать теорему запаздывания
Теорема запаздывания. 
[image: image481.wmf](

)

(

)

(

)

p

F

e

t

t

f

p

t

t

t

-

-

-

~

1


	[image: image1237.wmf]t

Здесь 
[image: image482.wmf](

)

(

)

t

t

-

-

t

t

f

1

 - функция 
[image: image483.wmf](

)

t

f

, удовлетворяющая условию физической реализуемости и смещенная по оси времени вправо на 
[image: image484.wmf]0

>

t

 - «запаздывающая функция».
	


Доказательство . Заметим, что 
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12 билет
1. Доказать основную теорему Коши для односвязной области
Интегральная теорема Коши (для односвязной области).

Пусть G – односвязная область,  пусть функция f(z) – аналитическая в G функция, пусть L – кусочно—гладкий контур, принадлежащий области G. Тогда 
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Теорему можно сформулировать и так: интеграл от аналитической функции вдоль кусочно-гладкого контура равен нулю.
Доказательство. 

	
	Обозначим  D – внутренность контура L . Запишем формулу Грина  
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Применим к каждому слагаемому в правой части равенства формулу Грина. В первом интеграле примем P = u, Q = -v. 
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(для аналитической функции выполнены условия Коши – Римана 
[image: image496.wmf]x

v

y

u

y

v

x

u

¶

¶

-

=

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

,

). 

Во втором интеграле примем  P = v, Q = u.
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 (условие Коши – Римана). 

Поэтому  
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Следствие. Пусть L1, L2 – две кусочно-гладких дуги в односвязной области G, соединяющие точки A, B. Пусть функция f(z) – аналитическая в области G. Тогда 
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Можно дать словесную формулировку: интеграл от аналитической функции в односвязной области вдоль кусочно-гладкой дуги не зависит от формы дуги, а зависит только от начальной и конечной точек дуги.

Доказательство. Образуем контур 
[image: image501.wmf])

(

2

1

L

L

-

È

=

g

. По интегральной теореме Коши 


[image: image502.wmf](

)

ò

=

g

0

dz

z

f

. Но 
[image: image503.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

ò

ò

ò

-

=

+

=

-

1

2

1

2

L

L

L

L

dz

z

f

dz

z

f

dz

z

f

dz

z

f

dz

z

f

g

. Следовательно, 
[image: image504.wmf](

)

ò

1

L

dz

z

f

.= 
[image: image505.wmf](

)

ò

2

L

dz

z

f

.

Поэтому результат в рассмотренном выше примере не случаен.

Очень важный пример. Вычислить интеграл 
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по периодичности экспоненты.

Пусть 
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Вывод. 
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2. Доказать теорему запаздывания
Теорема запаздывания. 
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	Здесь 
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13 билет.
1. Вывести интегральную формулу Коши
Интегральная формула Коши

	
	Пусть функция 
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Доказательство. По интегральной теореме Коши для многосвязной области
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2. Доказать теорему смещения
Теорема смещения. 
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Здесь 
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Заданы изображения  найти оригиналы 
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14 билет
1. Вывести интегральную формулу Коши
Интегральная формула Коши

	
	Пусть функция 
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Доказательство. По интегральной теореме Коши для многосвязной области
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2. Доказать теорему о дифференцировании оригинала
Теорема о дифференцировании оригинала.

Пусть 
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Доказательство. 
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15 билет
1.Доказать теорему о производной аналитической функции
Теорема. Аналитическая функция является бесконечно дифференцируемой в области аналитичности.
Доказательство. Можно показать, что интеграл в интегральной формуле Коши можно дифференцировать по z0, как по параметру. Проводя это дифференцирование нужное число раз, получим формулу для n – ой производной аналитической функции.
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С помощью полученных формул (деля обе части на коэффициент перед интегралом) можно вычислять интегралы вида
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Примеры. 1. 
[image: image625.wmf]2

sin

2

2

sin

4

i

dz

z

z

z

p

=

-

ò

=

 (по интегральной формуле Коши)

2.
[image: image626.wmf](

)

(

)

(

)

1

sin

1

cos

2

2

2

2

2

i

i

ie

e

i

dz

i

z

e

i

i

z

z

z

z

+

=

=

¢

=

-

=

=

ò

p

p

p

 (по формуле для первой производной)

3. Вычислить
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2.Доказать теорему об интегрировании оригинала
Теорема о дифференцировании оригинала.

Пусть 
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 EMBED Equation.3  [image: image638.wmf](

)

(

)

0

~

+

-

f

p

pF

.

Доказательство. 
[image: image639.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

+

-

=

-

=

¢

=

¢

-

+

®

-

+¥

®

¥

-

¥

-

¥

-

ò

ò

p

pF

e

t

f

e

t

f

e

d

t

f

e

t

f

dt

e

t

f

t

f

L

pt

t

pt

t

pt

pt

pt

0

0

0

0

lim

lim
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Доказательство. 
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16 билет
1.Вывести формулу для вычисления вычетов в полюсе
Если z0 – правильная особая точка, то ряд Лорана превращается в ряд Тейлора, в котором нет отрицательных степеней 
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Если z0 – полюс первого порядка, то разложение в ряд Лорана в окрестности этой точки  не содержит степеней 
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, ниже, чем –1 и содержит степень -1. Разложение выглядит так.
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 Перейдем к пределу при 
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В том случае, когда z0 – полюс первого порядка функции вида
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 - формула для вычета функции в полюсе первого порядка. Здесь использованы условия      
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Пример. Найти вычеты функции 
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У функции два полюса первого порядка  
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Применим вторую формулу
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В том случае, когда z0 – полюс n-го порядка, то разложение в ряд Лорана в окрестности этой точки  не содержит степеней 
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Умножим обе части на 
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Уничтожим степень при коэффициенте 
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Перейдем к пределу при 
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2.Доказать теорему об интегрировании изображения
Теорема об интегрировании изображения. Если 
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Доказательство. Обозначим 
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По теореме о дифференцировании изображения  
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17 билет.
1.Вычет в изолированной особой точке. Доказать теорему Коши о вычетах
Пусть функция 
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Если 
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Общая теорема о вычетах.

	Пусть функция 
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Доказательство. По интегральной теореме Коши для многосвязной области 
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2.Доказать теорему запаздывания
Теорема запаздывания. 
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	Здесь 
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Доказательство . Заметим, что 
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18 билет
1.Вывести необходимые условия дифференцируемости функции комплексного переменного.

Производная функции комплексной переменной вводится так же, как и для функции действительной переменной
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Функция 
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, если ее приращение в этой точке можно представить в виде 
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 часть приращения функции в точке 
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Замечание. Функция двух переменных 
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Теорема. Для того, чтобы функция 
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, необходимо и достаточно, чтобы существовала ее конечная производная в этой точке. 

Доказательство. Проводится так же, как и для функции действительной переменной с использованием теоремы о связи функции, предела и бесконечно малой.

Необходимость. Пусть функция дифференцируема в точке 
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Делим обе части на 
[image: image755.wmf]z

D



[image: image756.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

0

,

z

z

z

A

z

z

f

e

+

=

D

D

. Так как 
[image: image757.wmf](

)

0

,

z

z

e

 - бесконечно малая при 
[image: image758.wmf]0

z

z

®

, то по теореме о связи функции, ее предела и бесконечно малой, 
[image: image759.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

0

0

lim

z

f

z

z

f

z

A

z

z

¢

=

D

D

=

®

.
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Достаточность. Пусть в точке 
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Функция называется дифференцируемой в области, если она дифференцируема в каждой точке этой области.
2.Доказать теорему о дифференцировании изображения
Теорема о дифференцировании изображения. 
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Пример. Найти оригинал для изображения 
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19 билет.
1.Сформулировать теоремы о связи типа особой точки с видом лорановского разложения. И некоторые доказать.
Рядом Лорана называется ряд 
[image: image783.wmf](

)

å

¥

-¥

=

-

n

n

n

z

z

c

0

= 
[image: image784.wmf](

)

å

-

-¥

=

-

1

0

n

n

n

z

z

c

+
[image: image785.wmf](

)

å

¥

=

-

0

0

n

n

n

z

z

c

.

Второе слагаемое представляет собой степенной ряд и, как всякий степенной ряд, сходится в круге 
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Первое слагаемое называется главной частью ряда Лорана. Делая в нем замену 
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это – степенной ряд, сходящийся в некотором круге 
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Теорема. Для того чтобы 
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[image: image812.wmf]Тогда ряд Лорана для функции 
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Следствие. Разложение функции в ряд Лорана в окрестности правильной точки представляет собой ряд Тейлора и не содержит членов с отрицательными степенями.
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Доказательство. Необходимость. Если точка 
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Достаточность. Пусть 
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 функция (как сумма степенного ряда). Поэтому 
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Теорема. Разложение функции в ряд Лорана в окрестности существенно особой точки конечной плоскости 
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 содержит бесконечное количество отрицательных степеней 
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Доказательство. Если разложение в ряд Лорана в окрестности особой точки конечной плоскости 
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 - полюс (.доказанная выше теорема) - противоречие. Остается только вариант наличия в разложении бесконечного числа слагаемых с отрицательными степенями.

Классификация особой точки  
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Если разложение функции 
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1. Не содержит отрицательных степеней, то 
[image: image852.wmf]0

z

 - правильная точка 
[image: image853.wmf](

)

z

f

.

2. Содержит конечное число отрицательных степеней, то 
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Это следует из доказанных выше теорем.

Классификация бесконечно удаленной особой точки  
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В разложении старшая положительная степень – первая, поэтому 
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20 билет
1.Сформулировать теоремы связи типа особой точки с видом лорановского распределения. И некоторые доказать
Рядом Лорана называется ряд 
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Второе слагаемое представляет собой степенной ряд и, как всякий степенной ряд, сходится в круге 
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Следствие. Разложение функции в ряд Лорана в окрестности правильной точки представляет собой ряд Тейлора и не содержит членов с отрицательными степенями.
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Теорема. Разложение функции в ряд Лорана в окрестности существенно особой точки конечной плоскости 
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Это следует из доказанных выше теорем.

Классификация бесконечно удаленной особой точки  
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Разложение в ряд Лорана в окрестности точки 
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представляет собой ряд Лорана по степеням z:  
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, в котором главная часть, определяющая особенности функции, содержит положительные степени, а правильная часть – отрицательные степени.

Если разложение в ряд Лорана в окрестности точки 
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4 Не содержит положительных степеней, то  
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, причем наивысшая положительная степень определяет порядок полюса.

6 Содержит бесконечное количество членов с положительными степенями, то 
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 - существенно особая точка 
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. Это и есть разложение в ряд Лорана в окрестности точки 
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справедливо в области 
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. Разложение не содержит положительных степеней 
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 - правильная, точнее, нуль первого порядка.

4.    
[image: image1045.wmf](

)

(

)

z

z

z

f

1

sin

1

2

-

=

. Запишем разложение по степеням 
[image: image1046.wmf]z

 в окрестности точки 
[image: image1047.wmf]0

z
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В разложении старшая положительная степень – первая, поэтому 
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 - полюс первого порядка. Это же разложение справедливо в области 
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2.Доказать теорему о свертке оригиналов
Теорема о свертке (теорема о произведении изображений). 
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)

(

)

p

p

F

f

F

*

~

j

.

Доказательство.
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Пример. Найти оригинал, соответствующий изображению 
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 EMBED Equation.3  [image: image1062.wmf](
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21 билет
1.Доказать основную теорему Коши для односвязной области
Интегральная теорема Коши (для односвязной области).

Пусть G – односвязная область,  пусть функция f(z) – аналитическая в G функция, пусть L – кусочно—гладкий контур, принадлежащий области G. Тогда 
[image: image1063.wmf](
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Теорему можно сформулировать и так: интеграл от аналитической функции вдоль кусочно-гладкого контура равен нулю.
Доказательство. 

	
	Обозначим  D – внутренность контура L . Запишем формулу Грина  
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Применим к каждому слагаемому в правой части равенства формулу Грина. В первом интеграле примем P = u, Q = -v. 
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(для аналитической функции выполнены условия Коши – Римана 
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Во втором интеграле примем  P = v, Q = u.
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 (условие Коши – Римана). 

Поэтому  
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Следствие. Пусть L1, L2 – две кусочно-гладких дуги в односвязной области G, соединяющие точки A, B. Пусть функция f(z) – аналитическая в области G. Тогда 
[image: image1072.wmf](

)

ò

1

L

dz

z

f

= 
[image: image1073.wmf](

)

ò

2

L

dz

z

f

. 

Можно дать словесную формулировку: интеграл от аналитической функции в односвязной области вдоль кусочно-гладкой дуги не зависит от формы дуги, а зависит только от начальной и конечной точек дуги.

Доказательство. Образуем контур 
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Поэтому результат в рассмотренном выше примере не случаен.

Очень важный пример. Вычислить интеграл 
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 - окружность с центром в точке 
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Покажем, что точки z на контуре
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. Таким образом, контур 
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 - это геометрическое место точек комплексной плоскости, расположенных на расстоянии 
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по периодичности экспоненты.

Пусть 
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Вывод. 
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2. Доказать теорему об интегрировании изображения
Теорема об интегрировании изображения. Если 
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Доказательство. Обозначим 
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По теореме о дифференцировании изображения  
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Пример. 
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22 билет
1.Доказать основную теорему Коши для многосвязной области
Интегральная теорема Коши для многосвязной области.
Пусть кусочно-гладкие контуры 
[image: image1120.wmf].
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 лежат внутри контура 
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и вне друг друга. Пусть 
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 - аналитическая функция в области между контурами и на самих этих контурах. Тогда 
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	Соединим контуры линиями AB, CD, EK.

По интегральной теореме Коши интегралы по контуру AbpCDqEKmA и по контуру

AnKEsDCrBA равны нулю. Представим эти интегралы как сумму интегралов по составляющим контуры дугам и сложим эти интегралы, сокращая интегралы по одним и тем же дугам в разных направлениях
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Складывая интегралы, получим
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. Теорема доказана для случая n = 2. Для n > 2 доказательство аналогично.

Следствие 1.  В условиях теоремы при n = 1 будет 
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2.Доказать теорему о свертке оригиналов
Теорема о свертке (теорема о произведении изображений). 
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Пример. Найти оригинал, соответствующий изображению 
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 EMBED Equation.3  [image: image1139.wmf](
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23 билет
1.Вывести формулу для вычисления вычета в полюсе
Если z0 – правильная особая точка, то ряд Лорана превращается в ряд Тейлора, в котором нет отрицательных степеней 
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Если z0 – полюс первого порядка, то разложение в ряд Лорана в окрестности этой точки  не содержит степеней 
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, ниже, чем –1 и содержит степень -1. Разложение выглядит так.
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 Перейдем к пределу при 
[image: image1147.wmf]0

z

z

®

, чтобы обратились в нуль все слагаемые в правой части, содержащие целые степени 
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- формула для вычета функции в полюсе первого порядка.

В том случае, когда z0 – полюс первого порядка функции вида
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 - формула для вычета функции в полюсе первого порядка. Здесь использованы условия      
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Пример. Найти вычеты функции 
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У функции два полюса первого порядка  
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По первой формуле
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Применим вторую формулу
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В том случае, когда z0 – полюс n-го порядка, то разложение в ряд Лорана в окрестности этой точки  не содержит степеней 
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Умножим обе части на 
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Уничтожим степень при коэффициенте 
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Перейдем к пределу при 
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. Все слагаемые в правой части, содержащие целые степени 
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 - полюс 1 порядка, z = 1 – полюс 2 порядка.
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2.Доказать свойства свертки интегралов
Сверткой 
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Свойства свертки.

4. Коммутативность. 
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5. Ассоциативность.
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 (доказательство громоздко, см. его в учебнике т.Х1).

6. 
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Самостоятельно проверьте первые два требования к оригиналу. Проверим третье требование.

Пусть 
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 EMBED Equation.3  [image: image1191.wmf](
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24 билет
1.Основная теорема о вычетах и ее следствия
Общая теорема о вычетах.

	Пусть функция 
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Доказательство. По интегральной теореме Коши для многосвязной области 
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2.Вывести формулу для нахождения изображения периодического оригинала.
Изображение периодической функции.
Пусть функция 
[image: image1207.wmf](

)

t

f

- периодическая с периодом Т. Обозначим 
[image: image1208.wmf](

)

(

)

[

]

[

]

î

í

ì

Ï

Î

=

T

t

T

t

t

f

t

f

,

0

,

0

,

0

,

0

.

Вычислим 
[image: image1209.wmf](

)

(

)

t

f

L

0

=
[image: image1210.wmf](

)

(

)

ò

-

-

=

T

pt

dt

e

t

f

p

F

0

0

. Представим функцию 
[image: image1211.wmf](

)

t

f

 в виде


[image: image1212.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

...

2

1

2

1

1

0

0

0

+

-

-

+

-

-

+

=

T

t

T

t

f

T

t

T

t

f

t

t

f

t

f

 и применим теорему запаздывания 
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Примеры. 

2) Найти оригинал по изображению  
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2)  Найти изображение периодической функции с периодом Т. 
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