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Здесь приведены условия и решения задач по курсу общей физики, которые предлагались студентам Московского Государственного Технического Университета им. Н. Э. Баумана в качестве домашнего задания по теме «Элементы квантовой механики» (4 семестр 2002-2003 учебный год). Гарантии качества решённых задач практически нет, но некоторые из них вполне успешно сдавались многим преподам, работающим на кафедре общей физики (ФН-4). Автор хотел бы обратить внимание на ряд задач по теме «Соотношение неопределённостей Гейзенберга», потому что правильность решение задач на эту тему зависит не только от автора (от автора, правда, на 90%), но и от характера и настроения принимающего задание препода. Наибольшую неуверенность автор имеет относительно следующих задач: 14, 17, 19, 21, 40. При решении задач вычислительная часть работы была переложена на такие серьёзные математические программы как MathCad 2001 и Maple7. В этих специализированных математических программах автор производил решение уравнений и систем уравнений, решение дифференциальных уравнений, вычисление интегралов, производных, а также построение графиков. Поэтому большинство вычислений Вы в решении не найдёте, потому что автор практически не умеет вручную считать интегралы и многое другое (не научился). Огромная просьба: если вы не согласны с приведенным решением в корне или видите даже не столь значительные неточности, задача решена неправильно (что очень даже вероятно, так как автор такой же студент, как и Вы), то сообщите об этом пожалуйста по приведенному ниже адресу:

mailto:Sanish1@yandex.ru
С уважением, Ваш автор.

Задача № 1.

На какую кинетическую энергию должен быть рассчитан ускоритель заряженных частиц с массой покоя 
[image: image1.wmf]0

m

, чтобы с их помощью можно было исследовать структуры с линейными размерами 
[image: image2.wmf]l

? Решить задачу для электронов и протонов в случае 
[image: image3.wmf]15
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, что соответствует характерному размеру атомных ядер.

Решение:

Воспользуемся соотношением неопределённостей Гейзенберга:
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В нашем случае 
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, поэтому:
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Импульс частицы 
[image: image7.wmf]ppp
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, где 
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 - среднее значение, 
[image: image9.wmf]p
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 - неопределённость импульса. Значит, минимальное значение импульса равняется его неопределённости. Учитывая (2), можем записать:
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Кинетическая энергия частицы связана с её импульсом следующим выражением (будем считать, что частица релятивистская):
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Подставим (4) в (3) и получим уравнение:


[image: image12.wmf]2

minmin0

(2)

l

KKmc

c

+=

h




(5)

Возведём обе части уравнения (5) в квадрат:
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Сделав алгебраические преобразования, приходим к квадратному уравнению относительно 
[image: image14.wmf]min
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Решая это квадратное уравнение, получим корни:
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Отрицательный корень физического смысла не имеет, поэтому в качестве окончательного результата берём положительный корень:
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Решим задачу для электронов:

Масса покоя электрона: 
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Подставляя числовые значения в (7), получим:
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Решим задачу для протонов:

Масса покоя протона: 
[image: image20.wmf]27
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Подставляя числовые значения в (7), получим:
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Ответ:
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для электронов: 
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для протонов: 
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Задача № 2.

При каком значении кинетической энергии дебройлевская длина волны электрона равна его комптоновской длине волны?

Решение:

Дебройлевская длина волны электрона:
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где p – импульс электрона. Будем считать, что мы имеем дело с релятивистским электроном, тогда его импульс связан с кинетической энергией следующим соотношением:
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[image: image27.wmf]m

 - здесь и далее масса покоя электрона.

Подставим (2) в выражение (1), тогда получим для дебройлевской длины волны соотношение:
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Комптоновская длина волны электрона:
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По условию задачи 
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, поэтому мы можем записать:
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Упростив это выражение и возведя обе части в квадрат, получим квадратное уравнение относительно 
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Решая это уравнение, получим корни:
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Отрицательный корень не имеет физического смысла, поэтому в качестве результата возьмём положительный корень:
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Подставляя числовые значения, получим:
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Ответ:


[image: image37.wmf]2

(21)

Kmc

=-

;


[image: image38.wmf]20.5

K

кэВ

=

.

Задача № 3.

Электрон с длиной волны де Бройля 
[image: image39.wmf]1
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, двигаясь в положительном направлении оси x, встречает на своём пути прямоугольный порог высотой 
[image: image40.wmf]100
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. Определите длину волны де Бройля частицы после прохождения порога.

Решение:

Дебройлевская длина волны:
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где 
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 - импульс частицы. В нашем случае 
[image: image43.wmf]2
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, где 
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- масса покоя электрона (электрон считаем нерелятивистским). Тогда длина волны де Бройля электрона до прохождения порога:
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После прохождения порога:
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Разделим (2) на (3):
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После прохождения порога кинетическая энергия электрона уменьшается до значения 
[image: image48.wmf]21
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 (рисунок 1), поэтому получим:
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Рисунок 1
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 найдём из уравнения (2):
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и подставим в уравнение (5):
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Подставляя числовые значения, получим: 
[image: image54.wmf]2
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Ответ:
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Задача № 4.

Поток нейтронов проходит через узкие радиальные щели в двух дисках из кадмия, поглощающего нейтроны. Диски насажены на общую ось так, что щели повёрнуты друг относительно друга на угол 
[image: image57.wmf]a

. Диски вращаются с угловой скоростью 
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, если длина волны де Бройля пропускаемых таким устройством нейтронов равна 
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Решение:

Длина волны де Бройля нейтронов:
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где 
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 - импульс нейтронов, равный 
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На рисунке 1 приведена схема установки:
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Рисунок 1
Пусть 
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 - время, за которое диски поворачиваются на угол 
[image: image67.wmf]a

. Это время равно:
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Если нейтрон, пролетевший через первую щель,
 за время 
[image: image69.wmf]t
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 пролетает расстояние между щелями, то он пройдёт через вторую щель. Скорость таких нейтронов равна:
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Импульс такого нейтрона равен:
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Длина волны нейтрона такого нейтрона:
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Отсюда найдём угол 
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Подставляя числовые значения, получим:
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Ответ:
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Задача № 5.

Электрон, прошедший ускоряющую разность потенциалов 
[image: image78.wmf]50
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, попадает из вакуума в металл, внутренний потенциал которого 
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 для электронной волны де Бройля.

Решение:

Показатель преломления для дебройлевской волны электрона равен:
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где 
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 - фазовые скорости дебройлевской волны в вакууме и среде соответственно. Учитывая, что фазовая скорость равна 
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 - дебройлевская длина волны, получим:
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По определению длина  волны де Бройля:
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где p – импульс электрона. 

В вакууме кинетическая энергия электрона была равна 
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Дебройлевская длина волны электрона в вакууме:
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В металле энергия электрона увеличится на величину 
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. Тогда длина волны де Бройля электрона в металле:
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e





Рисунок 1
Используя (2), найдём показатель преломления:
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Подставляя числовые значения, получим:
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Ответ:
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Задача № 6.

Условие Брэгга-Вульфа с учётом преломления электронных волн в кристалле имеет вид 
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 - межплоскостное расстояние, 
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 - порядок отражения. Найдите с помощью этого условия внутренний потенциал 
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 монокристалла серебра, если пучок электронов, ускоренный разностью потенциалов 
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Решение:

Показатель преломления для дебройлевской волны электрона равен:


[image: image111.wmf]в

e

c

v

n

v

=




(1)

где 
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 - фазовые скорости дебройлевской волны в вакууме и среде соответственно. Учитывая, что фазовая скорость равна 
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 - дебройлевская длина волны, получим:
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По определению длина  волны де Бройля:
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где p – импульс электрона. 

В вакууме кинетическая энергия электрона была равна 
[image: image119.wmf]1
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Дебройлевская длина волны электрона в вакууме:
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В кристалле энергия электрона увеличится на величину 
[image: image122.wmf]e
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. На рисунке 1 представлены графики зависимости 
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. Тогда длина волны де Бройля электрона в кристалле:
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Рисунок 1
Используя (2), найдём показатель преломления:


[image: image128.wmf]1

в

e

c

U

n

UU

l

jj

l

+

===+




(7)

Из соотношения (7) определим внутренний потенциал кристалла:
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Воспользуемся условием Вульфа-Брэггов для того, чтобы определить показатель преломления 
[image: image130.wmf]e
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Возведём обе части в квадрат и найдём 
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Подставим полученное значение в уравнение (8):
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Подставляя числовые значения, получим:


[image: image136.wmf]14.9
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Ответ:
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[image: image138.wmf]14.9

В

j

=


Задача № 7.

Коллимированный пучок электронов, прошедших ускоряющую разность потенциалов 
[image: image139.wmf]30

U

кВ
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, падает нормально на тонкую поликристаллическую фольгу золота. На фотопластинке, расположенной за фольгой на расстоянии 
[image: image140.wmf]20
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от неё, получена дифракционная картина, состоящая из ряда концентрических окружностей. Радиус первой окружности 
[image: image141.wmf]3.4

r

мм

=

. Определите: а) брэгговский угол 
[image: image142.wmf]Б

q

, соответствующий первой окружности; б) длину волны де Бройля электронов 
[image: image143.wmf]l

; в) постоянную 
[image: image144.wmf]d

 кристаллической решётки золота.

Решение:
[image: image145.png]


[image: image1195.png]




Рисунок 2

Рисунок 1








Используя рисунок 2, определим угол 
[image: image146.wmf]a

:
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Как видно из рисунка 1, угол 
[image: image148.wmf]2

Б

aq
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, где 
[image: image149.wmf]Б

q

 - брэгговский угол скольжения. Таким образом, мы можем найти брэгговский угол, соответствующий первой окружности:
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Длина волны де Бройля падающих на золотую фольгу электронов:
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где 
[image: image152.wmf]p

 - импульс электронов. Считая электроны релятивистскими, определим их импульс:


[image: image153.wmf]2
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где 
[image: image154.wmf]KeU

=

 - кинетическая энергия электрона, а 
[image: image155.wmf]m

 - масса покоя электрона. Тогда дебройлевская длина волны электронов равняется:
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Воспользуемся условием Вульфа-Брэггов:


[image: image157.wmf]2sin
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где 
[image: image158.wmf]d

 - постоянная кристаллической решётки, 
[image: image159.wmf]k

 - порядок максимума (в нашем случае максимум первого порядка 
[image: image160.wmf]1
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). Найдём из выражения (6) постоянную кристаллической решётки, учитывая, что значение 
[image: image161.wmf]Б
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 и 
[image: image162.wmf]Б
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 определяются соответственно выражениями (2) и (5):
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Ответ:

а) 
[image: image164.wmf]29'
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б) 
[image: image165.wmf]6.98
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в) 
[image: image166.wmf]4.1
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Задача № 8.

Параллельный пучок электронов, ускоренный разностью потенциалов 
[image: image167.wmf]25
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, падает нормально на диафрагму с двумя узкими щелями, расстояние между которыми 
[image: image168.wmf]50
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. Определите расстояние между соседними максимумами интерференционной картины на экране, отстоящим от щелей на расстоянии 
[image: image169.wmf]100
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Решение:

Найдём длину волны де Бройля, соответствующую электрону:
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где 
[image: image171.wmf]2

pmK
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 - импульс электрона, 
[image: image172.wmf]KeU
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 - его кинетическая энергия. Таким образом, длина волны де Бройля электрона:
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На рисунке 1 представлена схема установки:

[image: image174.png]s1
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Рисунок 1
S1 и S2 –щели (вторичные источники). В результате интерференции волн от этих двух вторичных источников на экране появляется интерференционная картина. Из прямоугольных треугольников 
[image: image175.wmf]1

SAB

 и 
[image: image176.wmf]2

SAC

 по теореме Пифагора:
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Вычтем из уравнения (4) уравнение (3):
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Но, так как 
[image: image180.wmf]22
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 - оптическая разность хода двух интерферирующих волн 
[image: image182.wmf]D

, а 
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Если оптическая разность хода двух волн равна целому числу волн 
[image: image186.wmf]k
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, то образуется максимум. Используя уравнение (6) и условие максимумов, определим положение максимумов на экране 
[image: image187.wmf]k

x

:


[image: image188.wmf]k

kL

x

l

l

=








(7)

Тогда расстояние между соседними максимумами:


[image: image189.wmf]1
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Подставим в выражение (8) дебройлевскую длину волны электронов, падающих на диафрагму, получим:
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Подставляя числовые значения, получим:


[image: image191.wmf]7

4.9100.49

x

ммкм

-

D=×=


Ответ:
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Задача № 9.

Узкий пучок электронов, прошедших ускоряющую разность потенциалов 
[image: image193.wmf]50
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, падает нормально на поверхность некоторого монокристалла. Определите, под каким углом к нормали к поверхности кристалла наблюдается максимум отражения электронов первого порядка, если расстояние между отражающими атомными плоскостями кристалла составляет 
[image: image194.wmf]0.2
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Решение:

Длина волны де Бройля электронов, прошедших ускоряющую разность потенциалов 
[image: image195.wmf]U
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где 
[image: image197.wmf]2

pmK
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 - импульс электрона, а 
[image: image198.wmf]KeU

=

 - его кинетическая энергия.

Воспользуемся условием Вульфа-Брэггов:
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где 
[image: image200.wmf]q

 - угол скольжения (показан на рисунке 1), 
[image: image201.wmf]k

 - порядок максимума (в нашем случае 
[image: image202.wmf]1

k

=

). Таким образом, учитывая выражение для дебройлевской длины волны электрона (1), условие Вульфа-Брэггов в нашем случае примет вид:
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[image: image204.png]



Рисунок 1
Из рисунка 1 видно, что:
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Учитывая выражение для угла скольжения 
[image: image206.wmf]q

, получим, что угол 
[image: image207.wmf]a

, который необходимо найти, равен:
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 Ответ:
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Задача № 10.

Нерелятивистская частица массой 
[image: image210.wmf]1

m

, обладающая кинетической энергией 
[image: image211.wmf]k

E

, налетает на покоящуюся частицу массой 
[image: image212.wmf]2

m

. Найдите дебройлевские длины волн обеих частиц в системе их центра масс.

Решение:

Для начала определим скорость центра масс:
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так как в нашем случае 
[image: image214.wmf]2
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. Скорость первой частицы до соударения 
[image: image215.wmf]1
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 найдём, используя выражение для ёё кинетической энергии:
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Найдём скорости частиц в системе их центра масс до соударения:


[image: image217.wmf]111
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Пусть скорости частиц в системе их центра масс после соударения равны 
[image: image218.wmf]1
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 и 
[image: image219.wmf]2
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. Тогда для системы центра масс запишем закон сохранения полной механической энергии и закон сохранения импульса (в системе центра масс сумма импульсов всех частиц, как известно, равна нулю):
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Решая систему уравнений (4) и (5), получим:


[image: image222.wmf]22

2

112121122

2

1212

'()()

()

ccc

m

vmmmmmvmv

mmmm

=-×++

+




(6)


[image: image223.wmf]22

212121122

2

212

1

'()()

()

ccc

vmmmmmvmv

mmm

=×++

+





(7)

С учётом выражений (3), получим:
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Найдём импульсы этих частиц в системе центра масс:
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Подставляя сюда выражение для 
[image: image228.wmf]1
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 из уравнения (2), получим:
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Найдём дебройлевские длины волн частиц в системе их центра масс:
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Ответ:
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Задача № 11.

Считая, что минимальная энергия 
[image: image233.wmf]E

 нуклона (протона или нейтрона) в ядре равна 10МэВ, оцените, исходя из соотношения неопределённостей, линейные размеры ядра.

Решение:

Импульс нуклона в ядре равен:
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где 
[image: image235.wmf]p
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 - среднее значение импульса нуклона, 
[image: image236.wmf]p

D

 - неопределённость импульса. Если среднее значение импульса равняется нулю 
[image: image237.wmf]0
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, то минимальное значение импульса имеет порядок его неопределённости, то есть 
[image: image238.wmf]min

pp

=D

. Отсюда следует, что минимальная энергия нуклона в ядре равняется:
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Из уравнения (2) найдём неопределённость импульса нуклона в ядре:
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где 
[image: image241.wmf]27

1.610

m

кг

-

=×

 - масса нуклона. Воспользуемся первым соотношением неопределённостей Гейзенберга:
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В нашем случае неопределённость импульса  
[image: image243.wmf]min
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 - минимальные линейные размеры ядра. Поэтому выражение (4) можно переписать в следующем виде:
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Из выражения (5) можно оценить минимальные линейные размеры ядра 
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Ответ:
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Задача № 12.

Кинетическая энергия электрона в атоме водорода составляет величину порядка 10эВ. Используя соотношение неопределённостей, оцените минимальные линейные размеры атома.

Решение:

Импульс электрона в атоме водорода равен:


[image: image249.wmf]ppp
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где 
[image: image250.wmf]p
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 - среднее значение импульса электрона в атоме водорода, а 
[image: image251.wmf]p
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 - неопределённость импульса. Из выражения (1) следует, что минимальное значение импульса электрона в атоме водорода по порядку величины равняется его неопределённости 
[image: image252.wmf]min
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 в случае, когда среднее значение импульса равняется нулю 
[image: image253.wmf]0
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. В этом случае минимальная кинетическая энергия электрона 
[image: image254.wmf]min
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 определяется следующим образом:
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Отсюда найдём неопределённость импульса:
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где 
[image: image257.wmf]31
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  - масса электрона. Воспользуемся первым соотношением неопределённостей Гейзенберга:
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В нашем случае неопределённость импульса 
[image: image259.wmf]min
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, а 
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 - минимальные линейные размеры атома. В этом случае выражение (4) примет вид:
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Отсюда найдём минимальные линейные размеры атома водорода 
[image: image262.wmf]min
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Ответ:
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Задача № 13.

Покажите, используя соотношение неопределённостей, что электроны не могут входить в состав атомного ядра. Линейные размеры ядра считать равными 
[image: image265.wmf]15
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, а энергию связи нуклонов в ядре равной 10МэВ.

Решение:

Предположим, что электрон водит в состав ядра, то есть его местоположение сосредоточено в области с линейными размерами порядка размеров ядра 
[image: image266.wmf]15
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. Воспользуемся первым соотношением неопределённостей Гейзенберга:
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Определим из него неопределённость импульса электрона, учитывая наше предположение:
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Значение импульса электрона равняется:
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где 
[image: image270.wmf]p

<>

 - среднее значение импульса электрона, а 
[image: image271.wmf]p
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 - его неопределённость. Из выражения (3) можно сделать вывод, что минимальное значение импульса электрона имеет порядок его неопределённости, так как в этом случае нужно положить 
[image: image272.wmf]0
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, то есть 
[image: image273.wmf]min
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. Тогда минимальное значение кинетической энергии электрона находится следующим образом:
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Мы получили значение кинетической энергии электрона в 
[image: image275.wmf]150

:

 раз превосходящее значение энергии связи нуклонов в ядре, что доказывает, что электрон не может входить в состав атомного ядра.

Ответ: Электрон в состав атомного ядра входить не может на основании соотношения неопределённостей Гейзенберга.

Задача № 14.

Покажите, что соотношения неопределённостей позволяют сделать вывод об устойчивости атома, то есть о том, что электрон при движении по круговой орбите не может упасть на ядро.

Решение:

В классическом понимании выражение «электрон упал на ядро» следовало бы понимать в том смысле, что его импульс и координата приняли значения равные нулю, что в свою очередь означает, что координата и импульс электрона одновременно имеют абсолютно точное значение равное нулю, то есть неопределённости этих двух физических величин равны нулю. А это противоречит первому соотношению неопределённостей Гейзенберга:
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То есть, если, например, в некоторый момент времени импульс частицы точно определён, то в этот момент времени координата частица неопределенна совершенно. Следовательно, соотношение неопределённостей Гейзенберга позволяет сделать вывод об устойчивости атома.

Ответ: соотношения неопределённостей Гейзенберга позволяют сделать вывод об устойчивости атома.

Задача № 15.

Свободно движущаяся нерелятивистская частица имеет относительную неопределённость кинетической энергии порядка 
[image: image277.wmf]4
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. Оцените, во сколько раз неопределённость координаты такой частицы больше её дебройлевской длины волны.

Решение:

Пусть 
[image: image278.wmf]K

D

 - абсолютная неопределённость кинетической энергии. Тогда неопределённость импульса частицы:
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Воспользуемся первым соотношением неопределённостей Гейзенберга:
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Найдём неопределённость координаты частицы:
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Пусть кинетическая энергия частицы равняется 
[image: image282.wmf]K

, тогда импульс частицы 
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. Длина волны де Бройля частицы равняется:
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Найдём отношение неопределённости координаты частицы к её дебройлевской длине волны:
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Отношение 
[image: image286.wmf]4
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 - это относительная неопределённость кинетической энергии частицы. Таким образом, 
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Ответ: 
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Задача № 16.

Используя соотношение неопределённостей энергии и времени, определите естественную ширину 
[image: image289.wmf]l
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 спектральной линии излучения атома при переходе его из возбуждённого состояния в основное. Среднее время жизни атома в возбуждённом состоянии 
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Решение:

Воспользуемся соотношением неопределённостей Гейзенберга энергии и времени:
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В нашем случае 
[image: image293.wmf]8
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 - среднее время жизни атома в возбуждённом состоянии. Поэтому неопределённость энергии при переходе из возбуждённого состояния в основное:
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Учитывая, что 
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, определим ширину спектральной линии:
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Длина волны и частота излучения связаны следующим соотношением:
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Продифференцируем (4) и получим следующее выражение:
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Прейдём к конечным приращениям и опустим знак минус, так как он показывает только то, что при увеличении частоты длина волны излучения уменьшается, поэтому в нашем случае он не существенен:
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Ответ:
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Задача № 17.

Частица массой 
[image: image301.wmf]0

m

 движется в потенциальном поле, в котором её потенциальная энергия равна 
[image: image302.wmf]2
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 (гармонический осциллятор). Оцените с помощью соотношения неопределённостей минимально возможную энергию частицы в этом поле.

Решение:
Энергия частицы равняется:
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где 
[image: image304.wmf]E
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 - среднее значение энергии частицы, а 
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 - неопределённость энергии. Из выражения (1) видно, что минимальное значение энергии частицы, в случае 
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, равняется по порядку величины её неопределённости 
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. В этом случае неопределённость импульса частицы:
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С наибольшей степенью вероятности частица находится в области местонахождения классического осциллятора 
[image: image309.wmf]00

xxx
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, где 
[image: image310.wmf]0
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 - амплитуда колебаний классического осциллятора, которую определим, решая следующее уравнение:
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где 
[image: image312.wmf]2
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Неопределённость частицы в этом потенциальном поле 
[image: image313.wmf]min
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. Воспользуемся первым соотношением неопределённостей Гейзенберга:
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Подставляя в уравнение (4) выражения, полученные для неопределённостей импульса и координаты, получим:
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Это значение соответствует нулевой энергии квантового гармонического осциллятора.

Ответ:
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Задача № 18.

Оцените относительную ширину 
[image: image317.wmf]w
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 спектральной линии, если известны время жизни атома в возбуждённом состоянии 
[image: image318.wmf]8
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 и длина волны излучаемого фотона 
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Решение:

Воспользуемся соотношением неопределённостей Гейзенберга для энергии и времени:
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В нашем случае 
[image: image321.wmf]8
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 - среднее время жизни атома в возбуждённом состоянии, а 
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, поэтому из выражения (1) определим ширину спектральной линии 
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Частота и длина волны связаны соотношением:
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Относительная ширина спектральной линии равна:
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Ответ:


[image: image327.wmf]8

2.6510

w

w

-

D

=×

.

Задача № 19.

Пусть электрон находится в потенциальной яме с абсолютно непроницаемыми стенками. В этом случае его энергия 
[image: image328.wmf]E

 точно определена, а, следовательно, точно определено и значение квадрата импульса электрона 
[image: image329.wmf]2
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. С другой стороны, электрон находится в ограниченной области с линейными размерами 
[image: image330.wmf]a

. Не противоречит ли это соотношению неопределённостей.

Решение:

Воспользуемся первым соотношением неопределённостей Гейзенберга:
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Если электрон находится в ограниченной области пространства с линейными размерами 
[image: image332.wmf]xa
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, то неопределённость его импульса:
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Значение импульса электрона равно:
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где 
[image: image335.wmf]p
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 - среднее значение импульса электрона, а 
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 - его неопределённость. Тогда квадрат импульса равен:
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Будем считать, что движения частицы во всех направлениях равновероятно, поэтому в этом случае 
[image: image338.wmf]0
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, тогда 
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. Минимальная энергия частицы в этом случае определяется следующим образом:
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Минимальная энергия (первый энергетический уровень) электрона в потенциальной яме с абсолютно непроницаемыми стенками равняется:
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Следовательно, используя соотношение неопределённостей Гейзенберга, мы нашли правильное по порядку величины минимальное значение энергии электрона в потенциальной яме с бесконечно высокими стенками.

Задача № 20.

Оцените с помощью соотношения неопределённостей Гейзенберга неопределённость скорости электрона в атоме водорода, полагая размер атома 
[image: image342.wmf]10
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. Сравните полученную величину со скоростью электрона на первой боровской орбите. 

Решение:

Воспользуемся первым соотношением неопределённостей Гейзенберга:
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В нашем случае неопределённость координаты 
[image: image344.wmf]10
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 - размер атома, а неопределённость импульса 
[image: image345.wmf]pmv
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, где 
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 - масса электрона, а 
[image: image347.wmf]v
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 - неопределённость скорости электрона. Тогда выражение (1) примет вид:
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Из этого уравнения найдём неопределённость скорости электрона:
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Из постулатов Бора для атома водорода следует, что момент импульса электрона квантуется:
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Учитывая определение момента импульса, имеем:


[image: image351.wmf]n

mvrn

=

h










(5)

Между электроном и ядром действуют кулоновские силы притяжения, которые вызывают ускорение электрона при его движении по круговой орбите. На основании второго закона Ньютона можем записать:
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где 
[image: image353.wmf]0
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 - введена из-за использования системы СИ. Из системы уравнений (5) и (6) определим радиусы орбит электронов:
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и скорости электронов на этих орбитах:
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Для первой боровской орбиты 
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, поэтому скорость электрона на этой орбите равна:


[image: image357.wmf]2

6

1

2.210

e

м

vk

с

==×

h








(9)

Из выражений (3) и (9) видим, что скорость электрона и неопределённость его скорости на первой боровской орбите в атоме водорода имеют один и тот же порядок.

Ответ:
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Задача № 21.

Пользуясь решением задачи о гармоническом осцилляторе, найдите энергетический спектр частицы массой 
[image: image360.wmf]0

m

 в потенциальной яме вида
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Здесь 
[image: image362.wmf]2
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 - собственная частота гармонического осциллятора.

Решение:

В задаче о квантовом гармоническом осцилляторе  частица находится в потенциальной яме вида:
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Рисунок 1
Составим уравнение Шредингера для частицы, находящейся в потенциальном поле вида, показанного на рисунке 1:
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Значения энергии квантового гармонического осциллятора оказываются квантованными:
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где квантовое число 
[image: image367.wmf]v

 принимает значения 
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 называется нулевым энергетическим уровнем. Решения дифференциального уравнения (1) являются пси-функциями, описывающими стационарные состояния квантового гармонического осциллятора. Они имеют вид:
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где 
[image: image371.wmf]0
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. Hv(x) – специальные функции, которые называются полиномами Чебышева-Эрмита. Они вычисляются следующим образом:
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Первые три нормированные пси-функции, описывающие состояния квантового осциллятора, приведены ниже. Их графики на рисунке 2.
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Рисунок 2

В нашей задаче потенциальная яма имеет вид, представленный на рисунке 3:
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                   Рисунок 3
Поэтому уравнение Шредингера для области 
[image: image382.wmf]0

x

>

 будет иметь такой же вид, как и для квантового гармонического осциллятора (уравнение (1)). В области 
[image: image383.wmf]0
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 потенциальная энергия равняется бесконечности, поэтому частица в этой области находиться не может. Значит, плотность вероятности местонахождения частицы, а, следовательно, и пси-функция частицы для области 
[image: image384.wmf]0
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 будут равняться нулю. Поэтому мы должны из множества собственных состояний квантового осциллятора исключить те состояния, пси-функции которых не удовлетворяют условию непрерывности пси-функций, которое в нашем случае имеет вид:
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Как видно из уравнений (5), (6) и (7):


[image: image386.wmf]0
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и так далее. Значит, пси-функции с чётным квантовым числом, условию непрерывности не удовлетворяют и пси-функциями стационарных состояний нашей задачи не являются. Поэтому из энергетического спектра квантового осциллятора нужно исключить значения энергий, соответствующих чётным значениям квантового числа 
[image: image387.wmf]v

. Сделав замену 
[image: image388.wmf]21,0,1,2,...
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, получим энергетический спектр частицы для нашей задачи:
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Ответ:
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Задача № 22.

Волновая функция основного состояния электрона  в атоме водорода имеет вид 
[image: image391.wmf]()exp

r

rA

a

y

æö

=-

ç÷

èø

, где 
[image: image392.wmf]r

 - расстояние электрона до ядра, 
[image: image393.wmf]a

 - первый радиус боровской орбиты. Определите наиболее вероятное расстояние 
[image: image394.wmf]вер

r

 электрона от ядра.

Решение:

Как известно, квадрат модуля пси-функции определяет плотность вероятности нахождения частицы в единице объёма. Найдём вероятность нахождения электрона в шаровом слое единичной толщины. Вероятность нахождения электрона в объёме 
[image: image395.wmf]dV

 равна: 
[image: image396.wmf]2

2

2

exp

r

dPdVAdV

a

y

æö

==-

ç÷

èø

. Теперь в качестве объёма 
[image: image397.wmf]dV

 возьмём шаровой слой толщиной 
[image: image398.wmf]dr

, его объём: 
[image: image399.wmf]2

4

dVrdr

p

=

. Вероятность нахождения электрона в таком шаровом слое равна:
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(1)

Отсюда можно заключить, что вероятность нахождения электрона в шаровом слое единичной толщины:


[image: image401.wmf]222

22

4expexp

dPrr

ArCr

draa

p

æöæö

=-=-

ç÷ç÷

èøèø




(2)

где 
[image: image402.wmf]2
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. Наиболее вероятное расстояние 
[image: image403.wmf]вер

r

 электрона от ядра можно определить, если найти значение 
[image: image404.wmf]r

, при котором функция (2) имеет максимум. Для этого найдём первую производную по 
[image: image405.wmf]r

 от функции (2):
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(3)

Приравнивая (3) к нулю, получаем:
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(4)

То есть наиболее вероятное расстояние электрона от ядра равно первому боровскому радиусу 
[image: image408.wmf]a

. На рисунке 1 представлены графики пси-функции основного состояния электрона в атоме водорода, плотности вероятности нахождения электрона в единице объёма и плотности вероятности нахождения электрона в шаровом слое единичной толщины.
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Рисунок 1
Ответ:
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Задача № 23.

Частица находится в двумерной прямоугольной потенциальной яме с бесконечно высокими стенками. Координаты x и y частицы лежат в пределах 0 < x < a, 0 < y < b, где a и b – стороны ямы. Определите вероятность нахождения частицы с наименьшей энергией в области: 
a) 
[image: image411.wmf]0
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; б) 
[image: image412.wmf]0

4

b

y

<<

; в) 
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Решение:

Частица находится в потенциальной яме, имеющей следующий вид (рисунок 1):
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Рисунок 1
Составим уравнение Шредингера для области 
[image: image415.wmf]W
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или в виде:
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где 
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. Решение дифференциального уравнения (2) имеет вид:
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Используем естественные условия, накладываемые на пси-функцию. Так как вне области 
[image: image420.wmf]W

 частица находиться не может, то её пси-функция вне  области
[image: image421.wmf]W

 равна нулю. Тогда из условия непрерывности пси-функций:
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С учётом этих условий пси-функция примет вид:
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Найдём вторые производные по x и по y от пси-функции:


[image: image425.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

22

1121

2

2

22

2122

2

sinsin

sinsin

kAkxkyk

x

kAkxkyk

y

y

y

y

y

¶

=-=-

¶

¶

=-=-

¶




(5)

Подставим их в уравнение Шредингера (2):
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Учитывая, что 
[image: image427.wmf]2

2

2

m

kE

=

h

, получим:
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Мы получили энергетический спектр частицы. Значит, в потенциальной яме энергия частицы имеет определённые дискретные значения, которые определяются выражением (7). В состоянии с наименьшей энергией оба квантовых числа равны единице 
[image: image429.wmf]12
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Для того, чтобы определить постоянную А в выражении для пси-функции (4) воспользуемся условием нормировки:
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Пси-функция имеет вид:
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Пси-функция основного состояния 
[image: image432.wmf]12

1,1

nn

==

:


[image: image433.wmf]1,1

4

(,)sinsin

xyxy

abab

pp

y

æöæö

=

ç÷ç÷

èøèø






(10)

Плотность вероятности нахождения частицы в единице объёма равно квадрату модуля пси-функции:
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Найдём вероятности нахождения частицы в областях:

a) 
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б) 
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Ответ:

а) 9.1%, б) 9.1%, в) 0.8%.
Задача № 24.

Частица находится в двумерной квадратной потенциальной яме с бесконечно высокими стенками во втором возбуждённом состоянии. Сторона ямы равна а. Определите вероятность нахождения частицы в области:

а) 
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Решение:

Частица находится в потенциальной яме, имеющей следующий вид:
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Составим уравнение Шредингера для области 
[image: image445.wmf]W
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или в виде:
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где 
[image: image448.wmf]2
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. Решение этого дифференциального уравнения имеет вид:
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Используем естественные условия, накладываемые на пси-функцию. Вне области 
[image: image450.wmf]W

 частица находиться не может, поэтому её пси-функция вне области 
[image: image451.wmf]W

 равна нулю. Используя условие непрерывности, получим:
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Тогда пси-функция примет вид:
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Найдём вторые производные от пси-функции по x и по y:
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Подставим эти производные в уравнение Шредингера (2):
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Учитывая, что 
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(7)

Мы получили энергетический спектр частицы, находящейся в квадратной потенциальной яме с бесконечно высокими стенками. Из выражения (7) видно, что энергия частицы зависит от двух квантовых чисел 
[image: image459.wmf]1
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 и 
[image: image460.wmf]2
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. В таблице 1 приведены несколько возможных значений 
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 и соответствующее им 
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, которое определяет значение энергии.

Таблица 1.

	№ уровня
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	1
	1
	1
	2

	2
	1
	2
	5

	
	2
	1
	

	3
	2
	2
	8


Как видно из таблицы, некоторые энергетические уровни вырождены, то есть существует несколько состояний, описываемых различными пси-функциями, но имеющими одно и то же значение энергии. Второму возбуждённому состоянию соответствуют квантовые числа 
[image: image467.wmf]12
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 соответствует основному состоянию, второй уровень – первое возбуждённое состояние, третий – второе возбуждённое состояние).

Определим константу A в выражении для пси-функции (4), используя условие нормировки:
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Тогда пси-функции собственных состояний имеют вид:
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Во втором возбуждённом состоянии:
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Найдём функцию плотности вероятности нахождения частицы в единице объёма:
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Теперь определим искомые вероятности:

а) 
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Ответ:

а) 19.55%; б) 19.55%; в) 3.8%.
Задача № 25.

Частица массой 
[image: image479.wmf]0

m

 находится в основном состоянии в двумерной квадратной потенциальной яме с бесконечно высокими стенками. Найдите энергию частицы, если максимальное значение плотности вероятности местонахождения частицы равно 
[image: image480.wmf]m
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.

Решение:

Частица находится в потенциальной яме, имеющей следующий вид:
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Предположим, что сторона ямы равна 
[image: image482.wmf]a

.

Составим уравнение Шредингера для области 
[image: image483.wmf]W

:
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или в виде:
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где 
[image: image486.wmf]2
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. Решение этого дифференциального уравнения имеет вид:
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Используем естественные условия, накладываемые на пси-функцию. Вне области 
[image: image488.wmf]W

 частица находиться не может, поэтому её пси-функция вне области 
[image: image489.wmf]W

 равна нулю. Используя условие непрерывности, получим:
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Тогда пси-функция примет вид:
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Найдём вторые производные от пси-функции по x и по y:
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Подставим эти производные в уравнение Шредингера (2):
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Учитывая, что 
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Мы получили энергетический спектр частицы, находящейся в квадратной потенциальной яме с бесконечно высокими стенками. Из выражения (7) видно, что энергия частицы зависит от двух квантовых чисел 
[image: image497.wmf]1

n

 и 
[image: image498.wmf]2

n

. В таблице 1 приведены несколько возможных значений 
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 и 
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 и соответствующее им 
[image: image501.wmf]22
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, которое определяет значение энергии.

Таблица 1.

	№ уровня
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Основному состоянию соответствуют значения 
[image: image505.wmf]12
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Определим константу A в выражении для пси-функции (4), используя условие нормировки:
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Тогда пси-функции собственных состояний имеют вид:
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В основном состоянии 
[image: image508.wmf]12

1,1

nn

==

, поэтому пси-функция имеет вид:
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Плотность вероятности – это квадрат модуля пси-функции:
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Графический вид плотности вероятности местонахождения частицы в основном состоянии представлен на рисунке 1:

[image: image511.png]



Рисунок 1
Максимальное значение, которое принимает функция синус, это единица (Как нетрудно убедиться, координаты максимума функции плотности вероятности равны 
[image: image512.wmf],
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). Поэтому максимальное значение плотности вероятности:
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Исходя из энергетического спектра частицы в квадратной потенциальной яме с бесконечно высокими стенками (7) и учитывая выражение (12), можем найти значение энергии частицы в основном состоянии 
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Ответ:
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Задача № 26.

Частица массой 
[image: image517.wmf]0

m

 находится в кубической потенциальной яме с абсолютно непроницаемыми стенками. Найдите длину ребра куба, если разность энергий 6-ого и 5-ого уровней равна 
[image: image518.wmf]E

D

. Чему равна кратность вырождения 6-ого и 5-ого уровней?

Решение:

Потенциальная яма имеет вид (рисунок 1):
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    Рисунок 1
Составим уравнение Шредингера для области 
[image: image520.wmf]W
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или в виде:
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где 
[image: image523.wmf]2
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. Решение этого дифференциального уравнения имеет вид:
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Используем естественные условия, накладываемые на пси-функцию. Вне области 
[image: image525.wmf]W

 частица находиться не может, значит, плотность вероятности, а значит, и пси-функция вне области 
[image: image526.wmf]W

 равны нулю. Учитывая этот факт и условие непрерывности пси-функций, получим:
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В этом случае пси-функция примет вид:
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Найдём частные производные от выражения (4) по x, y и z:
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и подставим их в уравнение Шредингера (2), получим:
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Учитывая, что 
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Отсюда получим энергетический спектр частицы:
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Энергия частицы зависит от трёх квантовых чисел 
[image: image535.wmf]123
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. Составим таблицу (таблица 1), в которой рассмотрим несколько первых энергетических уровней (сумма квадратов трёх квантовых чисел 
[image: image536.wmf]222

123

nnn

++

 определяет энергию частицы):

Таблица 1:

	№ уровня
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Как видно из таблицы, может существовать несколько состояний частицы, описываемых различными пси-функциями, но в которых частица имеет одно и то же значение энергии. Такие энергетические уровни называются вырожденными, а число квантовых состояний, в которых частица имеет одно и тоже значение энергии называется кратностью вырождения. Значит, 5-ый энергетический уровень не вырожден, потому что существует только одно состояние, в котором частица имеет такое значение энергии, а 6-ой уровень имеет кратность вырождения 6. Определим разность энергий 6-ого и 5-ого уровней:
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Отсюда найдём ребро куба:
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Ответ:
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5-ый уровень не вырожден, кратность вырождения 6-ого уровня равна 6.

Задача № 27.

Частица находится в одномерной прямоугольной потенциальной яме с бесконечно высокими стенками, имеющими ширину 
[image: image544.wmf]a

. В каких точках интервала 
[image: image545.wmf]0
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плотность вероятности обнаружения частицы одинакова для основного и второго возбуждённого состояний?

Решение:

Частица находится в потенциальной яме, имеющей вид (рисунок 1):
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Рисунок 1
Составим уравнение Шредингера для области 
[image: image547.wmf]0
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или в виде:
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где 
[image: image550.wmf]2
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. Решение этого дифференциального уравнения имеет вид:
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Воспользуемся естественными условиями, накладываемыми на пси-функцию. В области, где потенциальная энергия равна бесконечности, частица находиться не может, поэтому плотность вероятности нахождения частицы, а значит и пси-функция в этих областях (
[image: image552.wmf]0,
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) равны нулю. Имея в виду этот факт и условие непрерывности пси-функций, получим:
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Тогда пси-функция примет вид:
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Учитывая, что 
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Мы получили энергетический спектр частицы, находящейся в потенциальной яме заданного вида. Определим коэффициент A в выражении (4), используя условие нормировки:
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Пси-функции собственных состояний частицы в потенциальной яме:
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Пси-функция основного состояния 
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Значит, плотность вероятности нахождения частицы в основном состоянии:
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Аналогично, для второго возбуждённого 
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Для того, чтобы узнать, в каких точках интервала 
[image: image565.wmf]0
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 плотность вероятности местонахождения одинакова для основного и второго возбуждённого состояний, приравняем выражения (9) и (11):
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Решая это уравнения на интервале 
[image: image567.wmf]0
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, находим решения: 
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Графики плотностей вероятностей приведены на рисунке 2:

[image: image569.png]A0

200





Рисунок 2
Ответ:
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Задача № 28.

Квантовый гармонический осциллятор находится в основном состоянии. Найдите вероятность 
[image: image571.wmf]P

 обнаружения частицы в области 
[image: image572.wmf]axa

-<<

, где 
[image: image573.wmf]a

 - амплитуда классических колебаний.

Решение:

Квантовый гармонический осциллятор представляет собой частицу, находящуюся в потенциальном поле вида:


[image: image574.wmf]22

2

0

()

22

mx

kx

Ux

w

==





(1)

График потенциальной энергии изображён на рисунке 1:

[image: image575.png]



Рисунок 1
В этом случае составляют уравнение Шредингера:
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Это дифференциальное уравнение имеет решение только при дискретных значениях 
[image: image577.wmf]E

. Таким образом, энергия квантового гармонического осциллятора квантуется и может принимать следующие значения:


[image: image578.wmf]0

1

,0,1,2,...

2

v

Evv

w

æö

=+=

ç÷

èø

h







(3)

В основном состоянии квантовое число 
[image: image579.wmf]0
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, поэтому энергия квантового гармонического осциллятора в основном состоянии равна:
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Определим амплитуду классических колебаний:
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Решения дифференциального уравнения (4) имеют вид:
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где 
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 - полиномы Чебышева-Эрмита, которые определяются следующим образом:
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где 
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. Для основного состояния 
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Квадрат модуля пси-функции определяет плотность вероятности нахождения частицы:
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Чтобы найти вероятность нахождения частицы в области 
[image: image589.wmf]axa
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 нужно проинтегрировать (9) по пределам области:
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Ответ:


[image: image591.wmf]0.842784.27%
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Задача № 29.

Частица массой 
[image: image592.wmf]0

m

 находится в одномерном потенциальном поле 
[image: image593.wmf]()
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 в стационарном состоянии, описываемом волновой функцией 
[image: image594.wmf]2
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[image: image595.wmf]A

 и 
[image: image596.wmf]a

 - постоянные (
[image: image597.wmf]0

a

>

). Найдите энергию частицы и вид функции 
[image: image598.wmf]()
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, если 
[image: image599.wmf](0)0
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Решение:

Стационарные состояния частицы описываются пси-функциями, которые являются решениями уравнения Шредингера:


[image: image600.wmf]2
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Найдём вторую производную от данной волновой функции по x:


[image: image601.wmf]22
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Подставим в уравнение Шредингера (1):


[image: image602.wmf]22222
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Разделим обе части уравнения на 
[image: image603.wmf]2
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 и получим:
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Учитывая, что 
[image: image605.wmf](0)0
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Подставим полученное значение энергии в уравнение (4) и определим вид потенциальной энергии:


[image: image607.wmf]2
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Ответ:
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[image: image609.wmf]22
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Задача № 30.

Частица находится в одномерной прямоугольной потенциальной яме с бесконечно высокими стенками. Найдите отношение вероятностей нахождения частицы в средней трети ямы для первого и второго возбуждённых состояний.

Решение:

Пусть сторона ямы равна 
[image: image610.wmf]a

.

Частица находится в потенциальной яме, имеющей вид (рисунок 1):
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Рисунок 1
Составим уравнение Шредингера для области 
[image: image612.wmf]0
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или в виде:
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где 
[image: image615.wmf]2
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. Решение этого дифференциального уравнения имеет вид:
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Воспользуемся естественными условиями, накладываемыми на пси-функцию. В области, где потенциальная энергия равна бесконечности, частица находиться не может, поэтому плотность вероятности нахождения частицы, а значит и пси-функция в этих областях (
[image: image617.wmf]0,
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) равны нулю. Имея в виду этот факт и условие непрерывности пси-функций, получим:
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Тогда пси-функция примет вид:
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Учитывая, что 
[image: image620.wmf]2
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Мы получили энергетический спектр частицы, находящейся в потенциальной яме заданного вида. Определим коэффициент A в выражении (4), используя условие нормировки:
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Пси-функции собственных состояний частицы в потенциальной яме:
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В первом возбуждённом состоянии 
[image: image624.wmf]2
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[image: image625.wmf]1

n

=

 соответствует основному состоянию). Тогда пси-функция первого возбуждённого состояния равна:
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Плотность вероятности нахождения частицы в этом состоянии определяет квадрат модуля пси-функции:
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Аналогично для второго возбуждённого состояния пси-функция и плотность вероятности равны:
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[image: image629.wmf]2
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Вероятности нахождения частицы в средней трети потенциальной ямы для первого и второго возбуждённых состояний найдём, интегрируя (9) и (11) по пределам 
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Тогда
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Ответ:
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Задача № 31.

Электрон с энергией 
[image: image635.wmf]4.9
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 падает на прямоугольный потенциальный барьер  высотой 
[image: image636.wmf]5
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. Оцените, при какой ширине барьера 
[image: image637.wmf]d

 коэффициент прохождения электрона через барьер 
[image: image638.wmf]D

 будет равен 
[image: image639.wmf]0.2

?

Решение:

Вид прямоугольного потенциального барьера представлен на рисунке 1:

[image: image640.png]



Рисунок 1
Коэффициент прохождения частицы через потенциальный барьер определяется следующим выражением:
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где пределы интегрирования 
[image: image642.wmf]1

x

 и 
[image: image643.wmf]2

x

 являются решениями уравнения:
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В случае прямоугольного потенциального порога:
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где 
[image: image646.wmf]d

 - ширина, а 
[image: image647.wmf]U

 - высота потенциального порога. Прологарифмируем обе части уравнения (3):


[image: image648.wmf]2

ln2()

DdmUE

=--

h





(4)

Отсюда найдём ширину порога:
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Подставляя числовые значения, получим:
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Ответ:
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Задача № 32.

Электрон, обладающий энергией 
[image: image653.wmf]50
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, встречает на своём пути потенциальный порог высотой 
[image: image654.wmf]20

U
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. Определите вероятность отражения электрона от этого порога.

Решение:

Вид потенциального порога представлен на рисунке 1:

[image: image655.png]



Рисунок 1
Составим уравнения Шредингера для областей 1 и 2:

Для области 1:
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Для области 2:

[image: image657.wmf]2
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Или в виде:

Для области 1:

[image: image658.wmf]2
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Для области 2:
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Решения дифференциальных уравнений (3) и (4) имеют вид:
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В выражении (5) первое слагаемое является уравнением падающей волны де Бройля электрона, а второе слагаемое – уравнение отражённой волны. В области 2 есть только прошедшая волна, которой соответствует первое слагаемое уравнения (6), поэтому коэффициент 
[image: image664.wmf]2
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Используя  условие непрерывности пси-функций, для точки 
[image: image666.wmf]0
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 запишем:
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Используя условие гладкости пси-функций, для точки 
[image: image668.wmf]0
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Используя уравнения (8) и (9), найдём:
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Рассмотрим поток плотности вероятности, который определяется также как и поток любой другой физической величины:
[image: image672.wmf]2
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, где 
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 - скорость частицы, а 
[image: image674.wmf]2

A

 - квадрат амплитуды волновой функции, характеризующий плотность вероятности местонахождения частицы. Так как скорость частицы 
[image: image675.wmf]vpk
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, то для падающей, отражённой и прошедшей волн де Бройля электрона в нашем случае можно записать:

Для падающей волны:

[image: image676.wmf]2
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Для отражённой волны:
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Для прошедшей волны:

[image: image678.wmf]2
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Теперь определим коэффициенты, учитывая также выражения (10) и (11):

Коэффициент отражения:


[image: image679.wmf]2
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Коэффициент пропускания:

[image: image680.wmf]2
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Сумма коэффициентов отражения и пропускания равна 1: 


[image: image681.wmf]1
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Определим коэффициент отражения в нашем случае, учитывая, что 
[image: image682.wmf]1
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Подставляя числовые значения, получим:


[image: image685.wmf]0.0161.6%
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Ответ:

Вероятность отражения от потенциального барьера (коэффициент отражения) равна:
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[image: image687.wmf]0.0161.6%
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Задача № 33.

Частица массой 
[image: image688.wmf]0

m

 падает на прямоугольный потенциальный порог высотой 
[image: image689.wmf]0
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. Энергия частицы равна 
[image: image690.wmf]E

, причём 
[image: image691.wmf]0
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. Найдите коэффициент отражения 
[image: image692.wmf]R

 и коэффициент прозрачности 
[image: image693.wmf]D

 этого барьера. Убедитесь, что значения этих коэффициентов не зависят от направления движения падающей частицы (слева направо или справа налево).

Решение:

Вид потенциального порога представлен на рисунке 1:

[image: image694.png]



Рисунок 1
Составим уравнения Шредингера для областей 1 и 2:

Для области 1:

[image: image695.wmf]2
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Для области 2:
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Или в виде:

Для области 1:

[image: image697.wmf]2

2

1

11

2

0

k

x

y

y

¶

+=

¶

, где 
[image: image698.wmf]2

1

2

2

m

kE

=

h



(3)

Для области 2:
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Решения дифференциальных уравнений (3) и (4) имеют вид:
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В выражении (5) первое слагаемое является уравнением падающей волны де Бройля электрона, а второе слагаемое – уравнение отражённой волны. В области 2 есть только прошедшая волна, которой соответствует первое слагаемое уравнения (6), поэтому коэффициент 
[image: image703.wmf]2
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Используя  условие непрерывности пси-функций, для точки 
[image: image705.wmf]0
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 запишем:
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Используя условие гладкости пси-функций, для точки 
[image: image707.wmf]0
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Используя уравнения (8) и (9), найдём:
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Рассмотрим поток плотности вероятности, который определяется также как и поток любой другой физической величины:
[image: image711.wmf]2
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, где 
[image: image712.wmf]v

 - скорость частицы, а 
[image: image713.wmf]2
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 - квадрат амплитуды волновой функции, характеризующий плотность вероятности местонахождения частицы. Так как скорость частицы 
[image: image714.wmf]vpk

::

, то для падающей, отражённой и прошедшей волн де Бройля электрона в нашем случае можно записать:

Для падающей волны:
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Для отражённой волны:

[image: image716.wmf]2
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Для прошедшей волны:

[image: image717.wmf]2
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Теперь определим коэффициенты, учитывая также выражения (10) и (11):

Коэффициент отражения:
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Коэффициент пропускания:

[image: image719.wmf]2
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Сумма коэффициентов отражения и пропускания (коэффициента прозрачности потенциального порога) равна 1: 


[image: image720.wmf]1
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При изменении направления движения частицы 
[image: image721.wmf]1

k

 и 
[image: image722.wmf]2
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 меняются местами. Как видно из выражений для коэффициентов отражения и пропускания, при замене 
[image: image723.wmf]1
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 на 
[image: image724.wmf]2
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 и 
[image: image725.wmf]2
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 на 
[image: image726.wmf]1
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, коэффициенты не изменяются, значит, они не зависят от направления движения частицы.

Учитывая, что 
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 найдём коэффициенты отражения и пропускания:
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Ответ:
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Задача № 34.

Найдите коэффициент прохождения частицы массой 
[image: image733.wmf]0
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 через треугольный потенциальный барьер вида:
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в зависимости от энергии частицы 
[image: image735.wmf]E

 при 
[image: image736.wmf]0
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Решение:

Вид потенциального барьера представлен на рисунке 1:
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Рисунок 1
Коэффициент прохождения частицы через потенциальный барьер определяется выражением:
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где пределы интегрирования являются решениями уравнения:


[image: image739.wmf]()
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Определим пределы интегрирования в нашем случае. Нижний предел интегрирования равен 
[image: image740.wmf]1
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. Верхний предел является корнем уравнения:
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Подставив вид потенциальной энергии и пределы интегрирования в нашем случае в выражение (1), найдём коэффициент прохождения частицы через потенциальный барьер в зависимости от энергии частицы:
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Ответ:
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Задача № 35.

Найдите коэффициент прохождения частицы массой 
[image: image744.wmf]0
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 через потенциальный барьер вида
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в зависимости от энергии частицы 
[image: image746.wmf]E

 при 
[image: image747.wmf]0
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Решение:

Вид данного потенциального барьера представлен на рисунке 1:
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Рисунок 1
Коэффициент прохождения частицы через потенциальный барьер определяется выражением:
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где пределы интегрирования являются корнями уравнения:


[image: image750.wmf]()
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Определим пределы интегрирования в нашем случае. Нижний предел равен 
[image: image751.wmf]1
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. Верхний предел определим, решая уравнение:
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Берём положительный корень, так как отрицательный не принадлежит интервалу 
[image: image753.wmf]0
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. Значит, 
[image: image754.wmf]2
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. Подставим в выражение (1) вид потенциальной энергии и пределы интегрирования в нашем случае и найдём коэффициент прохождения частицы через потенциальный барьер в зависимости от энергии частицы:
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Ответ:
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Задача № 36.

Найдите коэффициент прохождения частицы массой  
[image: image757.wmf]0
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 через потенциальный барьер вида
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в зависимости от энергии частицы 
[image: image759.wmf]E

 при 
[image: image760.wmf]0
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Решение:

Вид данного потенциального барьера представлен на рисунке 1:

[image: image761.png]U(9)

uo





Рисунок 1
Коэффициент прохождения частицы через потенциальный барьер определяется выражением:
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где пределы интегрирования 
[image: image763.wmf]1
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 и 
[image: image764.wmf]2
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 являются решениями уравнения:
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В нашем случае верхний предел интегрирования 
[image: image766.wmf]2
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, а нижний найдём из уравнения:
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Берём отрицательный корень, так как положительный не принадлежит интервалу 
[image: image768.wmf]0
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. Значит, 
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. Подставим в выражение (1) вид потенциальной энергии в нашем случае и пределы интегрирования найдём коэффициент прохождения частицы через потенциальный барьер в зависимости от энергии частицы 
[image: image770.wmf]E
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Ответ:


[image: image772.wmf]00

0

()

()exp

2

dUEm

DE

U

p

æö

-

»-

ç÷

ç÷

èø

h

.

Задача № 37.

Считая, что радиоактивный 
[image: image773.wmf]a

-распад происходит за счёт туннелирования [image: image774.wmf]a

-частицы через потенциальный барьер, получите закон радиоактивного 
[image: image775.wmf]a

-распада, определяющий зависимость числа нераспавшихся ядер от времени распада 
[image: image776.wmf]t

. Скорость 
[image: image777.wmf]a

-частицы в материнском ядре равна 
[image: image778.wmf]v

, радиус ядра - 
[image: image779.wmf]0

r

, коэффициент прозрачности потенциального барьера - 
[image: image780.wmf]D

, число нераспавшихся ядер в начальный момент времени - 
[image: image781.wmf]0
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Решение:

Вид потенциального барьера, который преодолевает 
[image: image782.wmf]a

-частица при радиоактивном 
[image: image783.wmf]a

-распаде представлен на рисунке 1:

[image: image784.png]



Рисунок 1
На расстояниях порядка ядерного ядра действуют ядерное силы, конкретный вид которых до конца не известен, поэтому будем предполагать, что на интервале 
[image: image785.wmf]00
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 график потенциальной энергии имеет вид потенциальной ямы. Как увидим далее, это предположение на решение не влияет. На расстояниях больше порядка 
[image: image786.wmf]0
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 ядерные силы уже не действуют, но действую кулоновские силы притяжения 
[image: image787.wmf]a

-частицы и ядра:
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Предположим, что радиоактивный [image: image790.wmf]a

-распад происходит за счёт туннелирования 
[image: image791.wmf]a

-частицы через потенциальный барьер из области ядра. Если коэффициент прозрачности потенциального барьера равен 
[image: image792.wmf]D

, значит, из 
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 нераспавшихся ядер в некоторый момент времени за время 
[image: image794.wmf]0
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 распадётся 
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 ядер. Время 
[image: image796.wmf]0
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 определяет время, которое необходимо 
[image: image797.wmf]a

-частицы, чтобы покинуть материнское ядро. Оно равно:
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Возьмём достаточно малый промежуток времени 
[image: image799.wmf]dt

, за который число нераспавшихся ядер можно считать постоянным. Тогда за время 
[image: image800.wmf]dt

 происходит 
[image: image801.wmf]0
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 тактов деления, при этом число нераспавшихся ядер уменьшается на:
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Знак минус показывает уменьшение числа нераспавшихся ядер. Приведём выражение (2) к виду, удобному для интегрирования:
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Проинтегрировав обе части, получим:
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где [image: image805.wmf]C

 - некоторая постоянная, которую определим, используя начальные условия:
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Таким образом, мы пришли к закону радиоактивного распада:
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Как известно, закон радиоактивного распада имеет вид:
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В нашем случае, предполагая, что радиактивный 
[image: image809.wmf]a

-распад происходит за счёт туннелирования 
[image: image810.wmf]a

-частицы через потенциальный барьер, для постоянной распада мы получили следующее выражение:
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Ответ:
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Задача № 38.

Частица массой 
[image: image814.wmf]0

m

 падает на прямоугольный потенциальный порог высотой 
[image: image815.wmf]0

U

. Энергия частицы равна 
[image: image816.wmf]E

, причём 
[image: image817.wmf]0

EU

<

. Найдите эффективную глубину проникновения частицы в область порога, то есть на расстоянии от границы порога до точки, в которой плотность вероятности нахождения частицы уменьшается в 
[image: image818.wmf]e

 раз.

Решение:

На рисунке 1 показан вид потенциального порога:
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         Рисунок 1  
Составим уравнение Шредингера для областей 1 и 2:

Для области 1:
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Для области 2:
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Или в виде:
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где 
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. Заметим, что, так как мы рассматриваем случай, когда 
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 будет чисто мнимым. Решения дифференциальных уравнений (3) и (4) имеют вид:
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Первое слагаемое выражения (5) соответствует падающей волне де Бройля частицы, второе слагаемое – отражённой волне. Первое слагаемое выражения (6) соответствует прошедшей дебройлевской волне частицы, других волн во второй области нет, поэтому 
[image: image830.wmf]2
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Используем естественные условия, накладываемые на пси-функцию. Из условия непрерывности пси-функций, имеем для точки 
[image: image832.wmf]0
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Используя условие гладкости пси-функций в точке 
[image: image834.wmf]0
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, получим:
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Из уравнений (8) и (9) найдём:
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Рассмотрим поток плотности вероятности. Он определяется также  как и поток других физических величин: 
[image: image838.wmf]2
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 - скорость частицы, а 
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  - квадрат амплитуды пси-функции, который определяет плотность вероятности нахождения частицы. Учитывая, что 
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В нашем случае, для падающей, отражённой и прошедшей волн потоки плотности вероятности:

Для падающей волны:
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Для отражённой волны:
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Для прошедшей волны:
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Тогда мы можем найти коэффициенты отражения и пропускания:

Коэффициент отражения:
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Учитывая, что при 
[image: image847.wmf]0
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[image: image848.wmf]2
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чисто мнимое, имеем 
[image: image849.wmf]1
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. Тогда коэффициент пропускания равен нулю. Но это не значит, что частица не может находиться в области 2. Поведение частицы в области 2 описывается пси-функцией (7), тогда плотность вероятности нахождения частицы равна:
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Мы сделали замену 
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 - эффективная глубина проникновения частицы в область потенциального порога, то есть такое расстояние от границы порога, на котором плотность вероятности нахождения частицы уменьшается в 
[image: image853.wmf]e

 раз. Тогда:
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Учитывая, что 
[image: image855.wmf]00
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, получим для эффективной глубины проникновения частицы в область потенциального порога выражение:
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Ответ:
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Задача № 39.

Частица с энергией 
[image: image858.wmf]E

 падает на прямоугольный потенциальный порог высотой 
[image: image859.wmf]0

U

. Найдите приближённое выражение для коэффициента отражения 
[image: image860.wmf]R

 для случая 
[image: image861.wmf]0
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.

Решение:
Вид потенциального порога представлен на рисунке 1:

[image: image862.png]uo





Рисунок 1
Составим уравнения Шредингера для областей 1 и 2:

Для области 1:

[image: image863.wmf]2
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Для области 2:

[image: image864.wmf]2
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Или в виде:

Для области 1:

[image: image865.wmf]2
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Для области 2:

[image: image867.wmf]2
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[image: image868.wmf]2
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Решения дифференциальных уравнений (3) и (4) имеют вид:
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В выражении (5) первое слагаемое является уравнением падающей волны де Бройля электрона, а второе слагаемое – уравнение отражённой волны. В области 2 есть только прошедшая волна, которой соответствует первое слагаемое уравнения (6), поэтому коэффициент 
[image: image871.wmf]2
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Используя  условие непрерывности пси-функций, для точки 
[image: image873.wmf]0
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 запишем:
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Используя условие гладкости пси-функций, для точки 
[image: image875.wmf]0
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 можем записать:
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Используя уравнения (8) и (9), найдём:
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Рассмотрим поток плотности вероятности, который определяется также как и поток любой другой физической величины:
[image: image879.wmf]2
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, где 
[image: image880.wmf]v

 - скорость частицы, а 
[image: image881.wmf]2

A

 - квадрат амплитуды волновой функции, характеризующий плотность вероятности местонахождения частицы. Так как скорость частицы 
[image: image882.wmf]vpk
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, то для падающей, отражённой и прошедшей волн де Бройля электрона в нашем случае можно записать:

Для падающей волны:
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Для отражённой волны:

[image: image884.wmf]2
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Для прошедшей волны:

[image: image885.wmf]2
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Теперь определим коэффициенты, учитывая также выражения (10) и (11):

Коэффициент отражения:


[image: image886.wmf]2
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Коэффициент пропускания:

[image: image887.wmf]2
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Сумма коэффициентов отражения и пропускания (коэффициента прозрачности потенциального порога) равна 1: 
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Учитывая, что 
[image: image889.wmf]0
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 для коэффициента отражения получим:

 
[image: image891.wmf]2
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Учитывая условие 
[image: image892.wmf]0

1

U

E

=

, получим: 
[image: image893.wmf]0
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, то есть при 
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 отражённая дебройлевская волна практически отсутствует.

Ответ:


[image: image895.wmf]2
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Задача № 41.

Определите возможные результаты измерений квадрата модуля момента импульса 
[image: image896.wmf]2

L

 для частицы, находящейся в состоянии, описываемой волновой функцией 
[image: image897.wmf](,)sincos
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, где 
[image: image898.wmf]q

 - полярный угол, 
[image: image899.wmf]j

 - азимутальный угол, 
[image: image900.wmf]A

 - некоторая нормировочная постоянная.

Решение:

Если в некотором состоянии некоторая физическая величина принимает точно определённые значения, то такие значения называются собственными значениями этой физической величины, а пси-функции, которые описывают такие собственные состояния, являются решениями операторного уравнения:
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где 
[image: image902.wmf]Q
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 - оператор некоторой физической величины 
[image: image903.wmf]Q

, а в правой части уравнения 
[image: image904.wmf]Q

 - собственное значение этой физической величины. В нашем случае  необходимо найти собственные значения квадрата модуля момента импульса, поэтому уравнение (1) в данном случае имеет вид:
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где 
[image: image906.wmf]2
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 - оператор квадрата модуля момента импульса, который в сферических координатах имеет вид:
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Подставим в операторное уравнение (2) вид оператора и пси-функцию и после преобразований получим:


[image: image908.wmf]2222
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Таким образом, собственное значение квадрата момента импульса в данном состоянии равняется 
[image: image909.wmf]22
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Ответ:
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 Задача № 42.

Определите возможные результаты измерений проекции момента импульса 
[image: image911.wmf]z
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 на выделенное направление для частицы, находящейся в состоянии, описываемом волновой функцией 
[image: image912.wmf](,)sincos
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, где 
[image: image913.wmf]q

 - полярный угол, 
[image: image914.wmf]j

 - азимутальный угол, 
[image: image915.wmf]A

 - некоторая нормировочная постоянная.

Решение:

Если некоторая физическая величина имеет точно определённые значения в некотором  состоянии, то такое состояние называется собственным. Пси-функции собственных состояний являются решением операторного уравнения:
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где 
[image: image917.wmf]Q
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 - оператор физической величины 
[image: image918.wmf]Q

, в правой части 
[image: image919.wmf]Q

 - собственное значение этой физической величины. В нашей задаче необходимо определить собственные значения проекции момента импульса 
[image: image920.wmf]z
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, поэтому операторное уравнение (1) в нашем случае имеет вид:
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где 
[image: image922.wmf]z
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 - оператор проекции момента импульса на ось z , который в сферических координатах имеет вид:
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Найдём собственные пси-функции, соответствующие состояниям, в которых проекция момента импульса на ось имеет определённые значения. Для этого решим операторное уравнение:
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Решая дифференциальное уравнение (4), получим:
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где 
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[image: image927.wmf]C

 - постоянная, которую найдём из условия нормировки:
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В этом случае собственные пси-функции имеют вид:
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Определим постоянную 
[image: image930.wmf]A

 в выражении для пси-функции данного состояния, используя условие нормировки:
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Тогда пси-функция данного состояния имеет вид:


[image: image932.wmf]2
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Разложим эту пси-функцию в ряд по собственным пси-функциям (7), учитывая, что 
[image: image933.wmf]cos

2

ii

ee

jj

j

-

+

=

:


[image: image934.wmf]11

2211

sincossinsinsin

2

ii

ee

jj

yqjqqyqy

pp

pp

-

-

æö

+

===+

ç÷

èø


(10)

Пси-функция (9) раскладывается по двум собственным пси-функциям, имеющим квантовые числа 
[image: image935.wmf]1
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. Соответственно, проекция момента импульса на произвольную ось z в состоянии, описываемом пси-функцией (9), принимает значения:
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Ответ:
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Задача № 43.

Волновая функция основного состояния электрона в атоме водорода имеет вид 
[image: image938.wmf]()exp
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, где 
[image: image939.wmf]r

 - расстояние электрона от ядра, 
[image: image940.wmf]a

 - радиус первой боровской орбиты. Определите среднее значение квадрата расстояния 
[image: image941.wmf]2
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 электрона от ядра в этом состоянии.

Решение:

Из постулатов квантовой механики следует, что среднее значение некоторой физической величины 
[image: image942.wmf]Q

 в состоянии, описываемом пси-функцией 
[image: image943.wmf]y

, определяется следующим образом:
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В нашем случае необходимо определить среднее значение квадрата расстояния электрона от ядра в основном состоянии в атоме водорода. Пси-функция электрона в основном состоянии имеет следующий вид:
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где 
[image: image946.wmf]*
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 - функция, сопряжённая к пси-функции 
[image: image947.wmf]y

.

Поэтому в нашем случае получим, что среднее значение квадрата расстояния определяет следующее выражение:
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где 
[image: image949.wmf]2
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. Определим в данной пси-функции неизвестную константу 
[image: image950.wmf]A

 из условия нормировки:
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Тогда пси-функция основного состояния электрона в атоме водорода имеет вид:
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Подставляя в выражение (3) пси-функцию (5), получим:
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Ответ:


[image: image954.wmf]22
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Задача № 44.

Частица находится в  двумерной квадратной потенциальной яме с непроницаемыми стенками во втором возбуждённом состоянии. Найдите среднее значение квадрата импульса частицы 
[image: image955.wmf]2
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, если сторона ямы равна 
[image: image956.wmf]a

.

Решение:

Вид потенциальной ямы представлен на рисунке 1:
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Рисунок 1
Составим уравнение Шредингера для области 
[image: image958.wmf]W

:
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или в виде:
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где 
[image: image961.wmf]2

2

2

m

kE

=

h

. Решение этого дифференциального уравнения имеет вид:
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Используем естественные условия, накладываемые на пси-функцию. Вне области 
[image: image963.wmf]W

 потенциальная энергия частицы равняется бесконечности, поэтому частица вне области 
[image: image964.wmf]W

 находиться не может. Значит, плотность вероятности нахождения частицы, а, значит, и пси-функция вне области 
[image: image965.wmf]W

 равны нулю. Из условия непрерывности пси-функций:
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Значит, пси-функция имеет вид:
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Дважды дифференцируя выражение (4) по x и по y, получим:
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Подставим производные (5) в уравнение Шредингера (2):
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Учитывая, что  
[image: image971.wmf]2
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Мы получили энергетический спектр частицы в двумерной квадратной потенциальной яме с бесконечно высокими стенками. Как видно из выражения (7) энергия частицы зависит от двух квантовых чисел. В таблице 1 приведено несколько значений квантовых чисел 
[image: image973.wmf]1
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 и 
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, а также значение выражения 
[image: image975.wmf]22

12

nn

+

, которое определяет значение энергии в данном состоянии.

Таблица 1.

	№ уровня
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[image: image979.wmf]  


Как видно из таблицы во втором возбуждённом состоянии (третий энергетический уровень) 
[image: image980.wmf]12
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Определим постоянную 
[image: image981.wmf]A

 в выражении (4), используя условие нормировки:


[image: image982.wmf]2
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Тогда пси-функции собственных состояний частицы имеют вид:


[image: image983.wmf]12

,12

2

(,)sinsin

nn

xynxny

aaa

pp

y

æöæö

=

ç÷ç÷

èøèø




(9)

Пси-функция второго возбуждённого состояния:
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Из постулатов квантовой механики среднее значение какой-нибудь физической величины 
[image: image985.wmf]Q

 в состоянии, описываемом пси-функцией 
[image: image986.wmf]y

, определяется следующим образом:
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где 
[image: image988.wmf]Q
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 - оператор физической величины 
[image: image989.wmf]Q

, а 
[image: image990.wmf]*

y

 - функция, сопряжённая к пси-функции 
[image: image991.wmf]y

. Операторы проекций импульса на координатные оси x,y,z имеют вид:
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Формулы, связывающие физические величины в классической физике, в квантовой физике справедливы для операторов этих физических величин. Поэтому мы можем записать:
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В нашем двумерном случае:
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Найдём среднее значение квадрата импульса частицы в состоянии, описываемом пси-функцией (10):
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Ответ:
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Задача № 45.

Частица массой 
[image: image997.wmf]0

m

 находится в одномерной потенциальной яме с непроницаемыми стенками во втором возбуждённом состоянии. Найдите среднее значение кинетической энергии частицы 
[image: image998.wmf]k
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, если ширина ямы равна 
[image: image999.wmf]a

.

Решение:

Вид потенциальной ямы представлен на рисунке 1:
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     Рисунок 1
Составим уравнение Шредингера для области 
[image: image1001.wmf]0
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или в виде:
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где 
[image: image1004.wmf]2
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. Решение этого дифференциального уравнения имеет вид:
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Используем естественные условия, накладываемые на пси-функцию. Так как в области 
[image: image1006.wmf]0
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 потенциальная энергия равняется бесконечности, то частица находиться в области 
[image: image1007.wmf]0
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 не может. Следовательно, плотность вероятности, а, значит, и пси-функция в области 
[image: image1008.wmf]0
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 равны нулю. Из условия непрерывности пси-функции для точки 
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Аналогично, из условия непрерывности пси-функции для точки 
[image: image1011.wmf]xa
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Тогда пси-функции собственных состояний частицы в данной потенциальной яме имеют вид:
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Учитывая, что 
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Мы получили энергетический спектр частицы в потенциальной яме. Определим постоянную 
[image: image1016.wmf]A

 в выражении для пси-функции (4), используя условие нормировки:
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Тогда пси-функции собственных состояний имеют следующий вид:
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Во втором возбуждённом состоянии 
[image: image1019.wmf]3
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 (так как 
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 - это основное состояние, 
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 - первое возбуждённое), поэтому пси-функция второго возбуждённого состояния имеет вид:
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Из постулатов квантовой механики среднее значение какой-нибудь физической величины 
[image: image1023.wmf]Q

 в состоянии, описываемом пси-функцией 
[image: image1024.wmf]y

, определяется следующим образом:
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где 
[image: image1026.wmf]Q
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 - оператор физической величины 
[image: image1027.wmf]Q

, а 
[image: image1028.wmf]*

y

 - функция, сопряжённая к пси-функции 
[image: image1029.wmf]y

. Операторы проекций импульса на координатные оси x,y,z имеют вид:
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Формулы, связывающие физические величины в классической физике, в квантовой физике справедливы для операторов этих физических величин. Поэтому мы можем записать:
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 Операторы квадрата импульса и кинетической энергии связаны выражением:
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В нашем одномерном случае оператор кинетической энергии имеет вид:
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Тогда среднее значение кинетической энергии во втором возбуждённом состоянии определяется выражением:
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Ответ:
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Задача № 46.

Возможные значения проекции момента импульса на произвольную ось равны 
[image: image1036.wmf]m

h

, где 
[image: image1037.wmf],1,...,1,
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. Считая, что эти проекции равновероятны и оси равноправны, покажите, что в состоянии с определённым значением 
[image: image1038.wmf]l

 среднее значение квадрата момента импульса 
[image: image1039.wmf]22
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Решение:

Формулы, связывающие физические величины в классической физике, в квантовой физике справедливы для средних значений. Следовательно, среднее значение квадрата момента импульса равняется сумме средних значений квадратов проекций момента импульса на все координатные оси:
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Так как мы предполагаем все координатные оси равноправными, то 
[image: image1041.wmf]222
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Проекция момента импульса на произвольную ось z при определённом значении 
[image: image1043.wmf]l

 может принимать 
[image: image1044.wmf]21
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где 
[image: image1046.wmf],1,...,1,
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. Считая, что эти проекции равновероятные найдём среднее значение квадрата проекции момента импульса:
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Подставив это выражение для 
[image: image1048.wmf]2
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 в выражение (2), получим, что среднее значение квадрата момента импульса равняется:
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Ответ:
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Задача № 47.

В некоторый момент времени координатная часть волновой функции частицы, находящейся в одномерной прямоугольной потенциальной яме с абсолютно непроницаемыми стенками 
[image: image1051.wmf](0)
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, имеет вид 
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. Найдите среднюю кинетическую энергию частицы в этом состоянии, если масса частицы равна 
[image: image1053.wmf]0
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Решение:

Из постулатов квантовой механики следует, что среднее значение некоторой физической величины 
[image: image1054.wmf]Q

 в квантовом состоянии, описываемом пси-функцией 
[image: image1055.wmf]y

,  определяется следующим образом:
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где 
[image: image1057.wmf]Q
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 - определитель физической величины 
[image: image1058.wmf]Q

, а 
[image: image1059.wmf]*

y

 - функция, сопряжённая к пси-функции 
[image: image1060.wmf]y

. Операторы проекций импульса на координатные оси x,y,z имеют вид:
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Формулы, связывающие физические величины в классической физике, в квантовой физике справедливы для операторов этих физических величин. Поэтому мы можем записать:
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 Операторы квадрата импульса и кинетической энергии связаны выражением:
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где 
[image: image1064.wmf]0
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 - масса частицы. В нашем одномерном случае оператор кинетической энергии имеет вид:


[image: image1065.wmf]22

2

0

2

K

mx

Ù

¶

=-

¶

h







(5)

Определим постоянную 
[image: image1066.wmf]A

 в выражении для пси-функции, описывающей состояние частицы, используя условие нормировки:
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Тогда пси-функция состояния частицы имеет вид:
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Подставляя в выражение (1) оператор кинетической энергии и данную пси-функцию, найдём среднее значение кинетической энергии частицы:
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Ответ:
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Задача № 48.

В некоторый момент времени частица находится в состоянии, описываемом волновой функцией, координатная часть которой имеет вид 
[image: image1071.wmf]2
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, где 
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 и 
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 - некоторые постоянные, а 
[image: image1074.wmf]k

 - заданный параметр, имеющий размерность обратной длины. Найдите для данного состояния средние значения координаты 
[image: image1075.wmf]x
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 и проекции импульса частицы 
[image: image1076.wmf]x
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Решение:

Из постулатов квантовой механики следует, что среднее значение некоторой физической величины 
[image: image1077.wmf]Q

 в состоянии, описываемом пси-функцией 
[image: image1078.wmf]y

, определяется следующим образом:


[image: image1079.wmf]*

QQdx

yy

Ù

<>=

ò







(1)

где 
[image: image1080.wmf]Q
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 - оператор физической величины 
[image: image1081.wmf]Q

, а 
[image: image1082.wmf]*

y

 - функция, сопряжённая к пси-функции 
[image: image1083.wmf]y

. Операторы физических величин, средние значения которых необходимо определить, имеют вид:
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Определим постоянную 
[image: image1085.wmf]A

 в выражении для пси-функции, описывающей состояние частицы, используя условие нормировки:
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Тогда пси-функция, описывающая состояние частицы, имеет вид:
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Сопряженная к пси-функции (4) функция имеет следующий вид:
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Подставляя в выражение (1) операторы физических величин, средние значения которых необходимо найти, и пси-функцию, описывающую состояние частицы, получим:
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Ответ:
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Задача № 49.

В некоторый момент времени координатная часть волновой функции частицы, находящейся в одномерной прямоугольной потенциальной яме с абсолютно непроницаемыми стенками 
[image: image1093.wmf](0)

xa
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, имеет вид 
[image: image1094.wmf]2
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. Найдите вероятность пребывания частицы в основном состоянии.

Решение:

Вид потенциальной ямы, в которой находится частица, представлен на рисунке 1:
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    Рисунок 1
Найдём пси-функции собственных состояний частицы в потенциальной яме. Составим уравнение Шредингера для области 
[image: image1096.wmf]0
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:
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или в виде:
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где 
[image: image1099.wmf]2
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. Решение этого дифференциального уравнения имеет вид:
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Воспользуемся естественными условиями, накладываемыми на пси-функцию. В области 
[image: image1101.wmf]0

x

<

 потенциальная энергия равняется бесконечности, поэтому частица находится в области 
[image: image1102.wmf]0
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 не может. Следовательно, плотность вероятности нахождения частицы, а, значит, и пси-функция частицы в области 
[image: image1103.wmf]0
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 равны нулю. Из условия непрерывности пси-функций для точки 
[image: image1104.wmf]0
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, получим:
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Аналогично, применив условие непрерывности пси-функций, для точки 
[image: image1106.wmf]xa
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 получим:
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Тогда пси-функции собственных состояний имеют вид:
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Учитывая, что 
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Мы получили энергетический спектр частицы в одномерной прямоугольной потенциальной яме с абсолютно непроницаемыми стенками. Определим постоянную
[image: image1111.wmf]A

 в выражении для пси-функций собственных состояний частицы (4), используя условие нормировки:
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Тогда пси-функции собственных состояний имеют вид:
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По условию частица в некоторый момент времени находится в состоянии, описываемом пси-функцией:
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Используя условие нормировки, определим постоянную 
[image: image1115.wmf]A

 в выражении (8):
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Тогда пси-функция (8) имеет вид:
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Разложим пси-функцию (10) в ряд по пси-функциям собственных состояний (7):


[image: image1118.wmf]112233
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где 
[image: image1119.wmf]12
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 - коэффициенты, которые определяются следующим образом:
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где 
[image: image1121.wmf]*
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 - функция, сопряжённая к собственной пси-функции 
[image: image1122.wmf]n
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, 
[image: image1123.wmf]y

 - пси-функция, описывающая состояние частицы. Найдём несколько первых коэффициентов разложения:
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[image: image1125.wmf]*2
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Значит, разложение пси-функции (10) в ряд по собственным пси-функциям (7) имеет вид:


[image: image1129.wmf]135

163163163

...

945315

yyyy

ppp

=--+






(18)

Если в собственных состояниях некоторая физическая величина 
[image: image1130.wmf]Q

 имеет определённые собственные значения, то в состоянии описываемом пси-функцией 
[image: image1131.wmf]y

, которая не является пси-функцией собственного состояния, физическая величина 
[image: image1132.wmf]Q

 определённого значения иметь не будет. Если пси-функцию 
[image: image1133.wmf]y

 разложить в ряд по пси-функциям собственных состояний, то вероятность того, что значение физической величины 
[image: image1134.wmf]Q

 будет равно 
[image: image1135.wmf]1
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 - собственному значению в состоянии, описываемом пси-функцией 
[image: image1136.wmf]1
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, определяет квадрат модуля первого коэффициента в разложении 
[image: image1137.wmf]2
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. Аналогично, вероятность того, что значение физической величины 
[image: image1138.wmf]Q

 примет значение 
[image: image1139.wmf]2
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, определяет 
[image: image1140.wmf]2
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, и так далее. Следовательно, вероятность нахождения частицы в основном состоянии в нашем случае определяет квадрат модуля первого коэффициента в разложении (18), значит:
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Ответ:
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96%

P

=

.

Задача № 50.

Найдите средние значения кинетической и потенциальной энергий квантового осциллятора   с частотой 
[image: image1143.wmf]0
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 в основном состоянии, описываемом волновой функцией 
[image: image1144.wmf]2
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[image: image1145.wmf]A

 - некоторая постоянная, а 
[image: image1146.wmf]0
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 - масса осциллятора.

Решение:

Из постулатов квантовой механики следует, что среднее значение некоторой физической величины 
[image: image1147.wmf]Q

 в состоянии, описываемом пси-функцией 
[image: image1148.wmf]y

, определяется следующим образом:
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где 
[image: image1150.wmf]Q
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 - оператор физической величины 
[image: image1151.wmf]Q

, а 
[image: image1152.wmf]*
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 - функция, сопряжённая к пси-функции 
[image: image1153.wmf]y

. А среднее значение некоторой функции координат 
[image: image1154.wmf]()
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 определяется так:
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Найдём оператор кинетической энергии. Операторы проекций импульса на координатные оси x,y,z имеют вид:
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Формулы, связывающие физические величины в классической физике, в квантовой физике справедливы для операторов этих физических величин. Поэтому мы можем записать:
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 Операторы квадрата импульса и кинетической энергии связаны выражением:
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где 
[image: image1159.wmf]0

m

 - масса частицы. В нашем одномерном случае оператор кинетической энергии имеет вид:
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Пси-функция, описывающая состояние квантового осциллятора, имеет вид:
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Из условия нормировки определим постоянную 
[image: image1162.wmf]A

:
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Тогда пси-функция (7) примет вид:


[image: image1164.wmf]2
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Найдём среднее значение кинетической энергии квантового осциллятора, подставив  в выражение (1) оператор кинетической энергии (6) и пси-функцию (9):
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Потенциальная энергия квантового осциллятора имеет вид:
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Подставив в выражение (2) вид потенциальной энергии м пси-функцию (9), найдём среднее значение потенциальной энергии:
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Ответ:
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Задача № 51.

Докажите, что квадрат момента импульса частицы 
[image: image1170.wmf]2

L

 может быть одновременно измерим с кинетической энергией частицы 
[image: image1171.wmf]k
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.

Указание: Рассмотрите коммутатор операторов 
[image: image1172.wmf]2
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 и 
[image: image1173.wmf]k
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.

Решение:

Коммутатором операторов 
[image: image1174.wmf]A
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 и 
[image: image1175.wmf]B

Ù

 двух физических величин называется выражение:
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Если коммутатор двух операторов физических величин равен нулю, то есть операторы коммутируют между собой (
[image: image1177.wmf]ABBA

ÙÙÙÙ
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), то эти две физические величины могут быть измерены одновременно точно, если коммутатор двух операторов не равен нулю, то эти две физические величины одновременно неизмеримы. Таким образом, нам необходимо выяснить, равен ли нулю коммутатор операторов квадрата момента импульса и кинетической энергии:
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Оператор квадрата момента импульса имеет вид:
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где 
[image: image1180.wmf]2

,

22

11

sin

sinsin

qj

q

qqqqj

¶¶¶

æö

D=+

ç÷

¶¶¶

èø

 - угловая часть оператора Лапласа в сферической системе координат. Оператор кинетической энергии имеет вид:


[image: image1181.wmf]222

2

,

2

1

222

kr

E

mmmr

qj

Ù

æö

=-Ñ=-D=-D+D

ç÷

èø

hhh




(4)

где 
[image: image1182.wmf]2
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[image: image1183.wmf],
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 - угловая часть оператора Лапласа в сферической системе координат. Таким образом, коммутатор определителей кинетической энергии и квадрата момента импульса равняется:
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Выясним, чему равны коммутаторы операторов 
[image: image1185.wmf],
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[image: image1186.wmf],,
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[image: image1187.wmf],
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[image: image1188.wmf]r
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 содержат операции дифференцирования по различным переменным, поэтому порядок их следования не влияет на результат, значит, операторы 
[image: image1189.wmf],
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 коммутируют, поэтому 
[image: image1191.wmf],
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. Коммутатор одного и того же оператора равен нулю 
[image: image1192.wmf],,,,,,
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. Поэтому из выражения (5) видно, что коммутатор операторов кинетической энергии и квадрата момента импульса равен нулю 
[image: image1193.wmf]2
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. Значит, кинетическая энергия и квадрат момента импульса частицы могут быть измерены одновременно.

Ответ: 
[image: image1194.wmf]2
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 кинетическая энергия и квадрат момента импульса частицы могут быть измерены одновременно.
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