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Ãëàâà 1Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ1.1 Êâàíòîâàÿ ïðèðîäà ìèêðîìèðà.
Â îñíîâå îêðóæàþùåãî íàñ ïðèâûœíîãî íàì ìèðà êëàññèœåñêèõ ßâëåíèé ëåæèò êâàíòîâàÿôèçèêà. Â ýòîì ìèðå ïðîßâëåíèß êâàíòîâûõ ßâëåíèé ìàëîçàìåòíû – îíè ñòàíîâßòñß ñóùå-
ñòâåííûìè â ìèêðîìèðå, íà ìàñøòàáàõ, çàäàâàåìûõ íîâîé ôóíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòîé,ïîñòîÿííîé Ïëàíêà:

~ =
h

2π
= 1.05 · 10−27 ýðã · ñåê

Òèïèœíûå ìàñøòàáû ôèçèœåñêèõ âåëèœèí â ìèêðîìèðå:

• ìàññà ýëåêòðîíà me = 9.1 · 10−28ã ,
• ìàññà ïðîòîíà mp = 1.67 · 10−24ã ,
• ðàäèóñ ïðîòîíà rp∼ 10−13ñì = 1ôåðìè,
• ýëåìåíòàðíûé çàðßä e= 4.8 · 10−10åä. CGSE= 1.67 · 10−19êóëîí,
• åäèíèöà ýíåðãèè - ýëåêòðîíâîëüò 1 ýâ= 1.6 · 10−12ýðã = 1.6 · 10−19äæ , ïðèœåì mec

2 =
0.512Ìýâ , mpc

2 = 938Ìýâ ≃ 1Ãýâ .
• áîðîâñêèé ðàäèóñ aB =

~
2

mee2 = 0.529 · 10−8ñì , (10−8ñì =1A).1.1.1 Àòîìèçì è äèñêðåòíîñòü, óñòîé÷èâîñòü àòîìà.
Îñîáåííîñòüþ ìèêðîìèðà ßâëßåòñß äèñêðåòíûé õàðàêòåð ñâîéñòâ ìèêðîœàñòèö.
Íàïðèìåð, äèñêðåòíûì ßâëßåòñß ñïåêòð ìàññ ýëåìåíòàðíûõ œàñòèö, èõ çàðßä, ñïèí (âíó-
òðåííèé ìîìåíò èìïóëüñà), à òàêæå òàêèå õàðàêòåðèñòèêè, êàê èçîñïèí, ñòðàííîñòü è ò.ä.

Äèñêðåòíûìè ßâëßþòñß õàðàêòåðèñòèêè è ñîñòàâíûõ œàñòèö, òàêèõ êàê ßäðà, àòîìû è
ìîëåêóëû. Â œàñòíîñòè, èç ñïåêòðîñêîïèœåñêèõ îïûòîâ èçâåñòíî, œòî ýíåðãèß òàêèõ ñèñòåì
òàêæå ïðèíèìàåò äèñêðåòíûé íàáîð çíàœåíèé. Â ðàìêàõ êëàññèœåñêîé ôèçèêè ýòî íåîáúßñ-
íèìî.

Ñ òîœêè çðåíèß êëàññèœåñêîé ôèçèêè ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ðàçìåð àòîìà âîäîðîäà,
ñîñòîßùåãî èç ïîëîæèòåëüíî çàðßæåííîãî ïðîòîíà è îòðèöàòåëüíî çàðßæåííîãî ýëåêòðîíà
ðàâåí íóëþ, à íàèìåíüøàß ýíåðãèß ñâßçàííîãî ñîñòîßíèß òàêîé ñèñòåìû ðàâíà ìèíóñ áåñ-
êîíåœíîñòè 1.1. Áîëåå òîãî, ñ ýòîé òîœêè çðåíèß ñàìî ñóùåñòâîâàíèå óñòîéœèâîãî ñîñòîßíèß
â àòîìå âîäîðîäà ßâëßåòñß ïàðàäîêñîì: ýëåêòðîí â òàêîé ñèñòåìå äâèæåòñß óñêîðåííî è (â
ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèœåñêîé ýëåêòðîäèíàìèêîé) òåðßß ýíåðãèþ íà èçëóœåíèå, äîëæåí
ïàäàòü íà ßäðî.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî íå òàê: áëàãîäàðß êâàíòîâûì ýôôåêòàì àòîì âîäîðîäà èìååò
âïîëíå êîíåœíûå è ìèíèìàëüíûé ðàçìåð, è ýíåðãèþ íàèíèçøåãî ñîñòîßíèß, íàçûâàåìîãîîñíîâíûì ñîñòîÿíèåì.Çàäà÷à 1.1. Èñïîëüçóß ñîîáðàæåíèß ðàçìåðíîñòè, îöåíèòü ðàçìåð àòîìà âîäîðîäà è ýíåðãèþ íèçøåãî

ñîñòîßíèß.

1.1. Åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ðåëßòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ.
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Ðåøåíèå : ðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè çàäàœè ßâëßþòñß ìàññà ýëåêòðîíà me, çàðßä e è ïîñòîßííàß

Ïëàíêà ~. Åäèíñòâåííàß êîìáèíàöèß ýòèõ ïàðàìåòðîâ, èìåþùàß ðàçìåðíîñòü äëèíû, îïðåäåëßåò áîðîâ-

ñêèé ðàäèóñ aB = ~
2/me2. Êîìáèíàöèß, èìåþùàß ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè, ìîæåò áûòü ïîëóœåíà êàê R =

e2/aB = mee
4/h2 = 27.2 ýâ íàçûâàåòñß ïîñòîßííîé Ðèäáåðãà. Ýíåðãèß (ñâßçàííîãî) îñíîâíîãî ñîñòîßíèß

îòðèöàòåëüíà è èìååò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 1/2: EB=−R/2.

Òå æå êâàíòîâûå ýôôåêòû îòâåòñòâåííû è çà ò.í. íóëåâûå êîëåáàíèÿ â îñíîâíîì (íàè-
íèçøåì) ñîñòîßíèè ãàðìîíèœåñêîãî îñöèëëßòîðà.1.1.2 Àòîìíûå ñïåêòðû. Äèñêðåòíîñòü ñâåòà è ôîòîíû, ôîðìóëàÏëàíêà. Êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîé äóàëèçì.
Ê ìîìåíòó ñîçäàíèß êâàíòîâîé ìåõàíèêè íàèáîëåå ßðêî êâàíòîâûå ýôôåêòû ïðîßâèëè ñåáß
â ñïåêòðîìåòðèœåñêèõ èññëåäîâàíèßõ íàœàëà ÕÕ âåêà, ïîñâßùåííûõ èçóœåíèþ ñïåêòðîâ
èçëóœåíèß àòîìîâ, âõîäßùèõ â ñîñòàâ ðàçëèœíûõ âåùåñòâ.

Â ñëóœàå ôèíèòíîãî äâèæåíèß ýíåðãèß êâàíòîâîé ñèñòåìû ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíà-
œåíèß. Äëß âûñîêîëåæàùèõ óðîâíåé

∆E≈ ~ωêë(E)

Äëß ìàêðîñêîïèœåñêèõ ñèñòåì äèñêðåòíîñòü íåçàìåòíà, ò.ê. ∆E/E≪ 1.Óïðàæíåíèå 1.1. Îöåíèì òèïèœíóþ âåëèœèíó äèñêðåòíîñòè â ìàêðîñêîïèœåñêîì è â ìèêðîñêîïèœå-

ñêîì ñëóœàå.

à) â ìàêðîîñöèëëßòîðå õàðàêòåðíàß ìàññà M = 1ã , œàñòîòà Ω = 1ñåê−1 è àìïëèòóäà A = 1ñì, òîãäà

E=
MΩ2A2

2
= 0.5ýðã; ∆E= ~Ω = 1.05 · 10−27ýðã , œòî äàåò ∆E/E= 2.1 · 10−27.

á) äëß ìèêðîîñöèëëßòîðà âîçüìåì m = me = 9 · 10−28ã, œàñòîòó ω = 5 · 1016ñåê−1 è àìïëèòóäà a =

aB= 0.5 · 10−8ñì, îòêóäà E=
meω

2aB
2

2
= 2.7 · 10−11ýðã è ∆E= ~ω= 5.25 · 10−11ýðã, œòî äàåò ∆E/E∼ 1.

Â 1914 ãîäó äàòñêèì ôèçèêîì Íèëüñîì Áîðîì áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ïðàâèëî, â ñîîò-
âåòñòâèè ñ êîòîðûì œàñòîòà ñâåòà, èçëóœàåìîãî àòîìíîé ñèñòåìîé ïðè ïåðåõîäå èç ñîñòî-
ßíèß ñ ýíåðãèåé E ′ â ñîñòîßíèå ñ ýíåðãèåé E ðàâíà

ω=
E ′−E

~
.

Ôàêòèœåñêè ýòî ïðàâèëî ïðåäïîëàãàåò, œòî ñâåò èçëóœàåòñß â âèäå íåäåëèìîãî êâàíòà
(ôîòîíà), ïðèœåì ýíåðãèß Eô ýòîãî êâàíòà ñâßçàíà ñ åãî œàñòîòîé êàê

Eô = ~ω

Ýòà æå ãèïîòåçà ëåæèò â îñíîâå ôîðìóëû äëß ñïåêòðà ðàâíîâåñíîãî òåïëîâîãî èçëóœåíèß
(Ïëàíê, 1900):

ρ(ω, T )=
~ω3

π2c3
1

e~ω/kT − 1

Â êëàññèœåñêîì ïðåäåëå ~ω≪ kT ôîðìóëà Ïëàíêà ïåðåõîäèò â ôîðìóëó Ðýëåß-Äæèíñà:

ρ(ω, T )=
ω2

π2c3
kT

(Ðýëåé 1900ã., Äæèíñ 1905ã.). Ýêñòðàïîëßöèß êëàññè÷åñêîé1.2 ôîðìóëû Ðýëåß-Äæèíñà â
îáëàñòü áîëüøèõ œàñòîò âåäåò ê àáñóðäó: ïîëíàß (ïðîñóììèðîâàííàß ïî âñåì œàñòîòàì)
ýíåðãèß òåïëîâîãî èçëóœåíèß îáðàùàåòñß â áåñêîíåœíîñòü!

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, â îáëàñòè áîëüøèõ œàñòîò ~ω ≫ kT ôîðìóëà Ïëàíêà ïåðåõîäèò â
ôîðìóëó Âèíà:

ρ(ω, T ) =
~ω3

π2c3
e
−~ω

kT

ãäå ýêïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü îòðàæàåò ôàêò, œòî ôîòîíû ñ œàñòîòîé ω âåäóò ñåáß êàêíåäåëèìûå œàñòèöû ñ ýíåðãèåé ~ω.

1.2. Îòìåòèì, œòî îíà íå çàâèñèò îò êâàíòîâîãî ïàðàìåòðà ~!
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Òåì ñàìûì, â íàœàëå ÕÕ âåêà ïîßâèëèñü íîâûå àðãóìåíòû â ïîëüçó êîðïóñêóëÿðíîé
òåîðèè ñâåòà, êàê î ãàçå ñâåòîâûõ œàñòèö. Âïåðâûå òàêàß òåîðèß ðàññìàòðèâàëàñü åùå âî
âðåìåíà Íüþòîíà, íî ïîçäíåå îòêðûòèå ßâëåíèé äèôðàêöèè è èíòåðôåðåíöèè ëåãëè â
îñíîâó âîëíîâîé òåîðèè ñâåòà (Ãþéãåíñ, Ôðåíåëü). Ñîçäàíèå Ìàêñâåëëîì êëàññèœåñêîé
ýëåêòðîäèíàìèêè è îïûòû Ãåðöà ïîçâîëèëè îòîæäåñòâèòü ýòè âîëíû ñ âîëíàìè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëß, œòî ðàññìàòðèâàëîñü, êàê òðèóìô êëàññèœåñêîé ôèçèêè. Ïîýòîìó íîâûå
ñåðüåçíûå àðãóìåíòû â ïîëüçó êîðïóñêóëßðíîé òåîðèè ñâåòà ßâèëèñü ïîëíîé íåîæèäàííî-
ñòüþ äëß ôèçèêè íàœàëà ÕÕ âåêà.

Òàêèì îáðàçîì, â íàœàëå ÕÕ âåêà ôèçèêà ñòîëêíóëàñü ñ ñîâåðøåííî íîâûì ßâëåíèåì -
êîðïóñêóëßðíî-âîëíîâûì äóàëèçìîì ñâåòà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, áûëî óñòàíîâëåíî, œòî ñâåò
ïðåäñòàâëßåò ñîáîé âîëíû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëß, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèßìè Ìàêñâåëëà.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ñîñòîèò èç íåäåëèìûõ œàñòèö - ôîòîíîâ, ýíåðãèß è èìïóëüñ êîòîðûõ
îïðåäåëßþòñß œàñòîòîé ω è âîëíîâûì âåêòîðîì k ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû:

ε= ~ω, pK = ~kK .Êîëè÷åñòâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîñëóæèëî îòêðûòèå ôîòîýôôåêòà è
ýêñïåðèìåíòû ïî ðàññåßíèþ ñâåòà íà ýëåêòðîíàõ (ýôôåêò Êîìïòîíà). Â œàñòíîñòè, èçó-
œåíèå ôîòîýôôåêòà ïîêàçàëî, œòî çàâèñèìîñòü òîêà îò œàñòîòû íîñèò ïîðîãîâûé õàðàêòåð:
ôîòîòîê âûáèòûõ ñâåòîì ýëåêòðîíîâ ïîßâëßåòñß ëèøü êîãäà ýíåðãèß ôîòîíà ε = ~ω ïðå-
âûñèò ðàáîòó âûõîäà Uâûõ ýëåêòðîíà èç ìàòåðèàëà êàòîäà. Íåçàâèñèìîñòü ïîëîæåíèß ýòîãî
ïîðîãà îò èíòåíñèâíîñòè ñâåòà ßâëßåòñß ïðßìûì äîêàçàòåëüñòâîì äèñêðåòíîé ïðèðîäû
ñâåòà: íåäîñòàòîœíîñòü ýíåðãèè îòäåëüíîãî ôîòîíà íå ìîæåò áûòü êîìïåíñèðîâàíà êîëèœå-
ñòâîì ýòèõ ôîòîíîâ. Â ñâîþ îœåðåäü, èçóœåíèå ýôôåêòà Êîìïòîíà ïîçâîëßåò ïðîâåðèòü
ñâßçü ìåæäó âîëíîâûì âåêòîðîì è èìïóëüñîì ôîòîíà.Çàäà÷à 1.2. Äëß ðàññåßíèß ôîòîíà íà ñâîáîäíîì ýëåêòðîíå íàéòè ñâßçü ìåæäó œàñòîòîé è óãëîì ðàññå-

ßííîãî ôîòîíà.1.1.3 Âîëíîâûå ñâîéñòâà ìèêðî÷àñòèö.
Îïûòû ñ åñòåñòâåííîé ðàäèîàêòèâíîñòüþ è ñ êàòîäíûìè ëóœàìè1.3 ïðèâåëè ê îòêðûòèþ
äèôðàêöèîííûõ è èíòåðôåðåíöèîííûõ ñâîéñòâ äëß œàñòèö. Òåì ñàìûì, áûëî óñòàíîâëåíî,
œòî êîðïóñêóëßðíî-âîëíîâîé äóàëèçì ßâëßåòñß ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì ìàòåðèàëüíûõ
œàñòèö, à íå òîëüêî ôîòîíîâ.1.1.4 Ïðîÿâëåíèÿ êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ â ìàêðîìèðå.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè êâàíòîâàß ïðèðîäà ìèêðîìèðà èìååò âïîëíå íàáëþäàåìûå ïðîßâëåíèß
è â ìàêðîìèðå. Â œàñòíîñòè, ê íèì îòíîñßòñß:

− ýëåêòðîííàß æèäêîñòü â ìåòàëëå,

− câåðõïðîâîäèìîñòü,

− ñâåðõòåêóœåñòü He4 è åå îòñóòñòâèå â He3,

− ýôôåêòû òîæäåñòâåííîñòè œàñòèö â ãàçàõ,

− òåìïåðàòóðíûé õîä òåïëîåìêîñòè ìíîãîàòîìíûõ ãàçîâ, "âûìåðçàíèå" ñòåïåíåé ñâî-
áîäû ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ,

− ðåøåòîœíàß òåïëîåìêîñòü òâåðäûõ òåë, çàêîí Äþëîíãà è Ïòè C = 3Nk, ïðè íèçêèõ
òåìïåðàòóðàõ ïåðåõîäßùèé â çàêîí Äåáàß C ∝ T 3, õàðàêòåðèñòèœåñêàß òåìïåðàòóðà
Äåáàß (Pb - TD = 88oK, àëìàç - 1860oK)

− ýëåêòðîííàß òåïëîåìêîñòü ìåòàëëîâ C ∝T .

1.3. Ïóœêàìè ýëåêòðîíîâ.
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1.2 Âîëíû äå Áðîéëÿ. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Âîëíîâûåïàêåòû. Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé Ãåéçåíáåðãà.1.2.1 Ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ùåëè â ýêðàíå êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ÷àñòèö.
à) Ïðîõîæäåíèå êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö. Ðàññìîòðèì ïðîõîæäåíèå œåðåç îäíó óçêóþ ùåëü
ïîòîêà êëàññèœåñêèõ œàñòèö. Ùåëü âûðåçàåò èç ïîòîêà åãî œàñòü. Åñëè ïîñòàâèòü ýêðàí
áëèçêî ê ùåëè, òî ôîðìà ïîòîêà ïîâòîðßåò ôîðìó ùåëè. Åñëè æå ýêðàí íàõîäèòñß äîñòà-
òîœíî äàëåêî (íàïðèìåð, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè ùåëè è ò.ï.), òî íàœèíàþò ïðîßâëßòüñß
äàæå ñëàáûå ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèß œàñòèö ñ êðàåì ùåëè è ìåæäó ñîáîé, íàëèœèå
(ìàëûõ) íàœàëüíûõ ïîïåðåœíûõ èìïóëüñîâ. Â ðåçóëüòàòå ðàñïðåäåëåíèå œàñòèö ïî ñåœåíèþ
ïóœêà "ðàçìàçûâàåòñß", è ðàñïðåäåëåíèå œàñòèö íà ýêðàíå ñòðåìèòñß ê ãàóññîâñêîìó:

n(x)= const ·N e−x2/2σ2

Âåðîßòíîñòü òîãî, œòî äàííàß œàñòèöà ïîïàäåò â èíòåðâàë dx âáëèçè òîœêè x

dW (x)=
n(x)dx

N
= const e

−x2/2σ2

ãäå N – ïîëíîå œèñëî ïðîøåäøèõ œàñòèö. Óñëîâèå íîðìèðîâêè ðàñïðåäåëåíèß âåðîßòíîñòè
ïîçâîëßåò îïðåäåëèòü êîíñòàíòó íîðìèðîâêè

∫

−∞

∞
dW (x)= 1; const=

1

2πσ2
√

Ïëîòíîñòü âåðîßòíîñòè

w(x)=
n(x)

N
=

1

2πσ2
√ e

−x2/2σ2

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîõîæäåíèå œàñòèö œåðåç äâå ùåëè. Åñëè ðàññòîßíèå äî ýêðàíà ïî-
ïðåæíåìó äàëåêî, òî ðàñïðåäåëåíèå œàñòèö, ïðîøåäøèõ œåðåç êàæäóþ ùåëü, òàê æå áóäåò
ãàóññîâñêèì, à ïîëíîå ðàñïðåäåëåíèå áóäåò îïèñûâàòüñß ñóììîé ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé:

n(x)=n1(x)+n2(x) (1.1)

Åñëè ðàññòîßíèå d ìåæäó ùåëßìè ìàëî (d ≪ σ), òî ñóììàðíîå ðàñïðåäåëåíèå áóäåò òàêæå
áëèçêî ê ãàóññîâñêîìó

n(x)≈ 2constN e−x2/2σ2

á) Ïðîõîæäåíèå êâàíòîâûõ ÷àñòèö. Â ñëóœàå êâàíòîâûõ œàñòèö ñóììàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
œàñòèö íà ýêðàíå ìîæåò çíàœèòåëüíî îòëèœàòüñß îò ñóììû ðàñïðåäåëåíèé œåðåç êàæäóþ
ùåëü

n(x)� n1(x)+n2(x)

Åñëè îòêðûòà îäíà èç ùåëåé, òî ðàñïðåäåëåíèå œàñòèö îêàçûâàåòñß áëèçêèì ê êëàññèœå-
ñêîìó ãàóññîâñêîìó. Îäíàêî îòêðûòèå âòîðîé ùåëè â íåêîòîðûõ îáëàñòßõ ýêðàíà ïðèâîäèò
íå ê óâåëèœåíèþ, à ê óìåíüøåíèþ âåðîßòíîñòè îáíàðóæåíèß œàñòèö. Â îïòèêå òàêîå
ßâëåíèå èçâåñòíî êàê âîëíîâàß èíòåðôåðåíöèß ñâåòà. Â êâàíòîâîé ôèçèêå ìû óæå èìååì
äåëî íå òîëüêî ñ èíòåðôåðåíöèåé ôîòîíîâ, íî è äðóãèõ ìàòåðèàëüíûõ œàñòèö, íàïðèìåð,
ýëåêòðîíîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñ òîœêè çðåíèß êâàíòîâîé ôèçèêè âîëíîâûìè ñâîéñòâàìè
îáëàäàþò íå òîëüêî ôîòîíû, íî è äðóãèå ìàòåðèàëüíûå œàñòèöû.1.2.2 Âîëíû äå Áðîéëÿ. Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ Áîðíà.
Â 1924 ãîäó äå Áðîéëåì áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà, œòî êàæäîé ìàòåðèàëüíîé œàñòèöå
ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåíà ò.í. âîëíîâàß ôóíêöèß, êîòîðàß äëß ñâîáîäíî äâèæóùåéñß
œàñòèöû èìååò âèä

ψ(rK , t)= const · e−i(ωt−k rK ) (1.2)
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ãäå œàñòîòà âîëíû ñâßçàíà ñ åå ýíåðãèåé êàê ω = E/~ (â íåðåëßòèâèñòñêîì ïðåäåëå E =
p2/2m), à âîëíîâîé âåêòîð ñ èìïóëüñîì êàê kK = pK /~. Ëåãêî âèäåòü, œòî â êëàññè÷åñêîìïðåäåëå ~ → 0 âîëíîâàß ôóíêöèß ñòàíîâèòñß ñòàíîâèòñß áûñòðîîñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé -
íåáîëüøàß ïîãðåøíîñòü â èçìåðåíèè ôèçèœåñêèõ ïàðàìåòðîâ œàñòèöû äåëàåò ýêñïîíåíöè-
àëüíûé ìíîæèòåëü íåîïðåäåëåííûì, ðåçóëüòàò óñðåäíåíèß êîòîðîãî äàæå ïî íåáîëüøîé
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ñòðåìèòñß ê íóëþ.

Â îòëèœèè îò ðàñïðåäåëåíèß âåðîßòíîñòè âîëíîâàß ôóíêöèß íå ßâëßåòñß ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé - ôàêòèœåñêè ýòî îçíàœàåò, œòî ïðè ñëîæåíèè äâóõ âîëíîâûõ ôóíêöèé îíè
ìîãóò íå òîëüêî óñèëèâàòü, íî è îñëàáëßòü äðóã äðóãà: òåì ñàìûì, ïðè òàêîì îïèñàíèè
œàñòèö çàëîæåíà âîçìîæíîñòü èõ èíòåðôåðåíöèè. Âîëíîâóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò òàêæåàìïëèòóäîé âåðîÿòíîñòè , ïîäœåðêèâàß òåì ñàìûì ïðîèçâîëüíîñòü åå çíàêà (ôàçîâîãî
ìíîæèòåëß).

Ãèïîòåçà äå Áðîéëß ïîçâîëßåò âñå ðåçóëüòàòû, èçâåñòíûå äëß äèôðàêöèè è èíòåðôå-
ðåíöèè ñâåòà, îáîáùèòü è íà ñëóœàé îáûœíûõ (êâàíòîâûõ!) œàñòèö. Àìïëèòóäà âåðîßòíîñòè
ïðè ýòîì èãðàåò òó æå ðîëü, œòî è àìïëèòóäà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû (â ñëóœàå ñâåòà), à
ïëîòíîñòü âåðîßòíîñòè œàñòèö ßâëßåòñß àíàëîãîì èíòåíñèâíîñòè ñâåòîâîãî ïîòîêà.Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè , ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà,
è ñâßçàíà ñ àìïëèòóäîé âåðîßòíîñòè êàê

w(rK , t)=
∣

∣ψ(rK , t)|2 (1.3)

(Áîðí, 1924). Ñòàíäàðòíîå óñëîâèå íîðìèðîâêè äëß ïîëíîé âåðîßòíîñòè äàåò óñëîâèå íîð-
ìèðîâêè è äëß âîëíîâîé ôóíêöèè:

1 =

∫

d rK w(rK , t) =

∫

d rK |ψ(rK , t)|2 (1.4)1.2.3 Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè.
Â êëàññèœåñêîì ñëóœàå ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè (1.1) ïðèëîæèì íåïîñðåäñòâåííî ê ðàñïðåäå-
ëåíèþ âåðîßòíîñòåé. Â êâàíòîâîì ñëóœàå ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè òðåáóåò ñëîæåíèß óæå íå
âåðîßòíîñòåé, à àìïëèòóä âåðîÿòíîñòåé:

ψ(rK , t)= ψ1(rK , t)+ ψ2(rK , t) (1.5)

Ïðè ýòîì äëß âåðîßòíîñòåé ìû èìååì:

w(rK , t) =
∣

∣ψ(rK , t)|2 =
∣

∣ψ1(rK , t) + ψ2(rK , t)|2 =

=
∣

∣ψ1(rK , t)|2 +
∣

∣ψ2(rK , t)|2 + ψ1
∗(rK , t)ψ2(rK , t) + ψ2

∗(rK , t)ψ1(rK , t)
= w1(rK , t)+w2(rK , t)+ (èíòåðôåðåíöèîííûé âêëàä)

Ïîìèìî ñóììû âåðîßòíîñòåé çäåñü ïðèñóòñòâóþò ïåðåêðåñòíûå ñëàãàåìûå, ò.í. èíòåðôå-
ðåíöèîííûé âêëàä. Â êëàññèœåñêîì ïðåäåëå ~ → 0 ýòîò áûñòðî îñöèëëèðóþùèé âêëàä ïðî-
ïàäàåò ïðè óñðåäíåíèè, è ìû ïîëóœàåì îáûœíûé êëàññèœåñêèé ðåçóëüòàò:

w(rK , t)=w1(rK , t)+w2(rK , t)1.2.4 Âîëíîâûå ïàêåòû, ôàçîâàÿ è ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü.
Ïëîñêàß âîëíà (1.2) îïèñûâàåò äåëîêàëèçîâàííîå ñîñòîßíèå œàñòèöû, ò.ê. ïëîòíîñòü âåðîßò-

íîñòè w(rK , t) ∝ ∣∣ψ(rK , t)|2 ≡ 1 ïîñòîßííà ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Ôàêòèœåñêè ýòî îçíàœàåò,
œòî êîîðäèíàòà œàñòèöû íåîïðåäåëåííà, ïîñêîëüêó âåðîßòíîñòü îáíàðóæèòü åå â ëþáîé
òîœêå ïðîñòðàíñòâà îäíà è òà æå.

Íàïîìíèì, œòî â êëàññèœåñêîé ôèçèêå ïîëîæåíèå œàñòèöû îïèñûâàåòñß åå òðàåêòî-ðèåé, îïðåäåëßþùåé åå ïîëîæåíèå â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Â êâàíòîâîé
ôèçèêå ïîíßòèå òàêîé òðàåêòîðèè îòñóòñòâóåò, è ñîñòîßíèå œàñòèöû ïîëíîñòüþ îïèñûâà-
åòñß ñîâåðøåííî íîâîé ôóíäàìåíòàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé - åå âîëíîâîé ôóíêöèåé1.4.

1.2 Âîëíû äå Áðîéëÿ. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Âîëíîâûå ïàêåòû. Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííî-ñòåé Ãåéçåíáåðãà. 7



Áîëåå ïðèâûœíûå ñ òîœêè çðåíèß êëàññèœåñêîé ôèçèêè ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîßíèß ñâî-
áîäíîé êâàíòîâîé œàñòèöû îïèñûâàþòñß âîëíîâûìè ïàêåòàìè - ñóïåðïîçèöèåé ïëîñêèõ
âîëí:

Ψ(rK , t)=C

∫

dpK a(pK )e
− i

~
(E(p)t−pK rK )

=

∫

dpK a(p)ψpK (r)e
− i

~
E(p)t

(1.6)

Óäîáíî ïîëîæèòü C =
1

(2π~)3/2
, òîãäà ôóíêöèè

ψpK (rK ) =
1

(2π~)3/2
e

i

~
pK rK

(1.7)

íîðìèðîâàíû óñëîâèåì
∫

drK ψpK∗(rK )ψpK ′(rK ) = δ(pK − pK ′). (1.8)

Ôóíêöèè ψpK (rK ) îïèñûâàþò êâàíòîâîå ñîñòîßíèå œàñòèöû ñ çàäàííûì èìïóëüñîì pK . Â ñâîþ
îœåðåäü

a(p) =

∫

drK ψpK∗ (rK )Ψ(rK , t= 0) (1.9)

ßâëßåòñß àìïëèòóäîé âåðîßòíîñòè äàííîãî çíàœåíèß èìïóëüñà, à ñàìà âåðîßòíîñòü äàåòñß
êâàäðàòîì ìîäóëß ýòîé àìïëèòóäû

w(pK )=
∣

∣a(pK )|2 (1.10)

Â ñëóœàå ñâîáîäíîãî äâèæåíèß èìïóëüñ œàñòèöû ñîõðàíßåòñß, ïîýòîìó äàííàß âåðîßòíîñòü
íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

Òàê æå êàê è â ýëåêòðîäèíàìèêå, ìîæíî îïðåäåëèòü ôàçîâóþ ñêîðîñòü âîëíû

vô =
ω

k
≡ E

p
(1.11)

êîòîðàß îïðåäåëßåò ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèß ôðîíòà ïîñòîßííîé ôàçû. Äëß íåðåëßòèâèñò-
ñêîé œàñòèöû (E = p2/2m) îíà ðàâíà vô = p/2m= v/2. Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèß âîëíîâîãî
ïàêåòà îïðåäåëßåòñß ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ

vKãð =
∂ω

∂kK =
∂E

∂pK = vK (1.12)

êîòîðàß ñîâïàäàåò ñ êëàññèœåñêèì îïðåäåëåíèåì ñêîðîñòè œàñòèöû. Ôàêòèœåñêè ýòî îòðà-
æàåò òîò ôàêò, œòî äâèæåíèå êëàññèœåñêèõ œàñòèö åñòü íè œòî èíîå, êàê ðàñïðîñòðàíåíèå
óçêèõ (â ïðåäåëå ~→ 0) âîëíîâûõ ïàêåòîâ.

Ïîñêîëüêó ãðóïïîâàß ñêîðîñòü âîëíû çàâèñèò îò èìïóëüñà œàñòèöû, ñîñòàâëßþùèå
ïàêåòà, îòâåœàþùèå ðàçëèœíûì çíàœåíèßì èìïóëüñà, áóäóò ðàñïðîñòðàíßòüñß ñ ðàçíûìè
ñêîðîñòßìè. Ýòî äîëæíî ïðèâåñòè ê "ðàñïëûâàíèþ" ïàêåòà - çàâèñèìîñòè åãî øèðèíû îò
âðåìåíè

∆x∝∆vãð · t= ∆p · t
mÇàäà÷à 1.3. Ïóñòü íàœàëüíàß âîëíîâàß ôóíêöèß äëß ñâîáîäíîé œàñòèöû èìååò âèä

Ψ(x, t= 0)=
1

2πa0
2

√ exp(− (x− x0)
2

2a0
2

+ iλx)

Íàéòè:

a) âîëíîâóþ ôóíêöèþ â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè;

b) çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèß öåíòðà ïàêåòà îò âðåìåíè;

c) çàâèñèìîñòü øèðèíû ïàêåòà îò âðåìåíè.Óêàçàíèå : ðàçëîæèòü èñõîäíóþ àìïëèòóäó íà ïëîñêèå âîëíû, óìíîæèòü êàæäóþ âîëíó íà ôàçîâûé

ìíîæèòåëü exp(− iE(p)t/~), E(p)= p2/2m è âûœèñëèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñóììàðíóþ àìïëèòóäó.

1.4. Ïîñêîëüêó êâàíòîâàß ôèçèêà ëåæèò â îñíîâå êëàññèœåñêîé ìåõàíèêè, èìåííî âîëíîâàß ôóíêöèß
ßâëßåòñß áîëåå ôóíäàìåíòàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé, œåì áîëåå ïðèâûœíàß íàì òðàåêòîðèß (êîîðäèíàòà, ñêî-
ðîñòü) œàñòèöû.
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1.2.5 Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà. Ñîîòíîøåíèåíåîïðåäåëåííîñòåé Ãåéçåíáåðãà.
Çíàíèå ðàñïðåäåëåíèß âåðîßòíîñòåé ñëóœàéíîé âåëèœèíû ïîçâîëßåò âûœèñëßòü åå ñðåäíèå.
Â œàñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîßòíîñòåé ïîçâîëßåò âûœèñëèòü ñðåäíþþ
êîîðäèíàòó œàñòèöû

〈x(t)〉=

∫

dxw(x, t) ·x=

∫

dx |Ψ(x, t)|2 ·x (1.13)

à òàêæå ñðåäíèé êâàäðàò øèðèíû ∆x åå âîëíîâîãî ïàêåòà:
〈

(∆x)2
〉

=
〈

(x−〈x〉)2
〉

=
〈

x2
〉

−〈x〉2

Àíàëîãèœíûì îáðàçîì çíàíèå àìïëèòóäû âåðîßòíîñòè ðàñïðåäåëåíèß ïî èìïóëüñó Φ(p, t)
ïîçâîëßåò âûœèñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäíèå äëß èìïóëüñà œàñòèöû:

〈p(t)〉=

∫

dpw(p, t) · p=

∫

dp |Φ(p, t)|2 · p (1.14)

〈

(∆p)2
〉

=
〈

(p−〈p〉)2
〉

=
〈

p2
〉

−〈p〉2

Â œàñòíîñòè, "èìïóëüñíàß" àìïëèòóäà Φ(p, t) ìîæåò áûòü ïîëóœåíà èç "ïðîñòðàíñòâåííîé"
ðàçëîæåíèåì ïîñëåäíåé ïî ïëîñêèì âîëíàì (ñðàâíè ñ (1.9)!)

Φ(p, t) =

∫

drK ψpK∗ (rK )Ψ(rK , t) (1.15)

Äëß âîëíîâîãî ïàêåòà ñâîáîäíîé œàñòèöû çàâèñèìîñòü ýòîé àìïëèòóäû îò âðåìåíè òðèâè-
àëüíà

Φ(p, t)→ a(p) · e−iE(p)t/~

è ñîîòâåòñòâóþùàß âåðîßòíîñòü íå çàâèñèò îò âðåìåíè: w(p, t)→|a(p)|2.
Èç ýëåêòðîäèíàìèêè èçâåñòíî, œòî äëß âîëíîâîãî ïàêåòà èìåþòñß ñîîòíîøåíèß âèäà

∆ω ·∆t& 1, ∆k ·∆x& 1

íàêëàäûâàþùèå îãðàíèœåíèß íà ðàçáðîñ âðåìåííûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ œàñòîò ∆ω è ∆k â
çàâèñèìîñòè îò äëèòåëüíîñòè ïàêåòà îò âðåìåíè ∆t è åãî ðàçìåðà ∆x. Ñîîòâåòñòâóþùèå
îãðàíèœåíèß, èçâåñòíûå êàê ñîîòíîøåíèß Ãåéçåíáåðãà, âîçíèêàþò è äëß êâàíòîâîé
œàñòèöû:

∆E ·∆t> ~

2
, (1.16)

∆x ·∆p>
~

2
. (1.17)

Ïåðâîå îçíàœàåò, çà âðåìß ∆t íåâîçìîæíî èçìåðèòü ýíåðãèþ œàñòèöû òîœíåå, œåì ∆E =
~/2∆t. Èç âòîðîãî ñëåäóåò, œòî ëîêàëèçàöèß œàñòèöû â îáëàñòè ðàçìåðîì ∆x ïðèâîäèò ê

íåîïðåäåëåííîñòè åå èìïóëüñà ∆p > ~/2∆x. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëß êâàíòîâîé œàñòèöû
íåâîçìîæíî îäíîâðåìåííî ñêîëü óãîäíî òîœíî èçìåðèòü è êîîðäèíàòó, è ñêîðîñòü - ò.å.
ïîíßòèå òðàåêòîðèè äëß êâàíòîâîé œàñòèöû íå ñóùåñòâóåò.

Ñîîòíîøåíèß (1.16),(1.17) ñîñòàâëßþò ñóòü ïðèíöèïà äîïîëíèòåëüíîñòè Áîðà. Äîïîë-
íèòåëüíûìè ßâëßþòñß âåëèœèíû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü èçìåðåíû ñêîëü óãîäíî òîœíî â
îäíî è òî æå âðåìß. Óâåëèœåíèå òîœíîñòè çàäàíèß ôèçèœåñêîé âåëèœèíû ïðèâîäèò ê ðîñòó
íåîïðåäåëåííîñòè ñîïðßæåííîé åé äîïîëíèòåëüíîé âåëèœèíû. Äëß ôèêñàöèè êâàíòîâîãî
ñîñòîßíèß äîñòàòîœíî çàäàòü èç êàæäîé ïàðû ñîïðßæåííûõ âåëèœèí òîëüêî îäíó.

1.2 Âîëíû äå Áðîéëÿ. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Âîëíîâûå ïàêåòû. Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííî-ñòåé Ãåéçåíáåðãà. 9





Ãëàâà 2Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è îïåðàòîðû2.1 Îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà. Êîîðäèíàòíîå èèìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå.
Àìïëèòóäà âåðîßòíîñòè œàñòèöû ïîëíîñòüþ çàäàåò êâàíòîâîå ñîñòîßíèå œàñòèöû. Âûøå
ìû âèäåëè, œòî îíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà äâóìß ñïîñîáàìè:

− êàê ôóíêöèß êîîðäèíàò è âðåìåíè Ψ(rK , t), œòî ïîçâîëßåò íàõîäèòü ïðîñòðàíñòâåííîå
ðàñïðåäåëåíèå âåðîßòíîñòè (1.3) è âûœèñëßòü ñðåäíèå çíàœåíèß êîîðäèíàò è èõ
ôóíêöèé (1.13);

− êàê ôóíêöèß èìïóëüñà è âðåìåíè Φ(pK , t), œòî ïîçâîëßåò íàõîäèòü èìïóëüñíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîßòíîñòè è âûœèñëßòü ñðåäíèå çíàœåíèß êîîðäèíàò è èõ ôóíêöèé
(1.14);

Ïåðâûé ñïîñîá îòâåœàåò êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ àìïëèòóäû âåðîßòíîñòè, à âòîðîé -èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Îáà ïðåäñòàâëåíèß ýêâèâàëåíòíû è ñâßçàíû äðóã ñ äðóãîì
ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (1.15):

Φ(p, t) =

∫

drK ψpK∗ (rK )Ψ(rK , t) (2.1)

Ψ(rK , t)=

∫

dpK
(2π)3

ψpK (rK )Φ(p, t) (2.2)

Êàê ìû âèäåëè âûøå, çíàíèå àìïëèòóäû âåðîßòíîñòè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîç-
âîëßåò âûœèñëèòü ñðåäíåå çíàœåíèå êîîðäèíàòû, à â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè - ñðåäíåå
çíàœåíèå èìïóëüñà.

Îáà ïðåäñòàâëåíèß ñîäåðæàò îäíó è òó æå èíôîðìàöèþ î êâàíòîâîì ñîñòîßíèè
œàñòèöû. Â œàñòíîñòè, ñðåäíèé èìïóëüñ ìîæåò áûòü âûœèñëåí ñ ïîìîùüþ âîëíîâîé
ôóíêöèè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

〈pK 〉=

∫

drK Ψ∗(rK , t)pK̂ Ψ(rK , t) (2.3)

ãäå îïåðàòîð èìïóëüñà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä pK̂ = − i~∇K = − i~∂/∂rK .
Ñîâåðøåííî àíàëîãèœíî ñðåäíßß êîîðäèíàòà ìîæåò áûòü âûœèñëåíà ñ ïîìîùüþ âîëíîâîé
ôóíêöèè â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:

〈rK 〉=

∫

dpK Φ∗(pK , t)rK̂ Φ(pK , t) (2.4)

ãäå, ñîîòâåòñâåííî, îïåðàòîð êîîðäèíàòû rK̂ = i~∇K p = i~∂/∂pK .Óïðàæíåíèå 2.1. Äîêàçàòü (2.3), (2.4), èñïîëüçóß ñâßçü ìåæäó ïðåäñòàâëåíèßìè (2.1).2.2 Îïåðàòîðû äèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, èõ ñâîéñòâà.
Îáîáùàß, ìîæíî çàïèñàòü, œòî ñðåäíåå çíàœåíèå ëþáîé äèíàìèœåñêîé âåëèœèíû F ìîæåò
áûòü âûœèñëåíî êàê

〈F 〉=

∫

drK Ψ∗(rK , t)F̂Ψ(rK , t) (2.5)
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ãäå F̂ - êâàíòîâûé îïåðàòîð ýòîé âåëèœèíû. Îïåðàòîðû îáëàäàþò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè:
F̂ (c1Ψ1 + c2Ψ2)= c1F̂Ψ1 + c2F̂Ψ2 (2.6)

Ñðåäíåå çíàœåíèå íàáëþäàåìûõ (èçìåðèìûõ) âåëèœèí äîëæíî áûòü âåùåñòâåííî - îòñþäà

〈F 〉∗ = 〈F 〉=

∫

drK (Ψ∗(rK , t)F̂Ψ(rK , t))∗
=

∫

drK (Ψ∗(rK , t))∗(F̂ )∗(Ψ(rK , t))∗=

∫

drK Ψ(rK , t)F̂ ∗
Ψ∗(rK , t)

=

∫

drK Ψ∗(rK , t)(F̂ ∗
)TΨ(rK , t)=

∫

drK Ψ∗(rK , t)F̂ 6

Ψ(rK , t)îïåðàòîð íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû äîëæåí áûòü ýðìèòîâ: F̂
6

= F̂ .
Íàä êâàíòîâûìè îïåðàòîðàìè îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèß è óìíîæåíèß

(F̂1 + F̂2)Ψ = F̂1Ψ+ F̂2Ψ (àääèòèâíîñòü) (2.7)

F̂1F̂2Ψ = F̂1(F̂2Ψ) (òðàíçèòèâíîñòü) (2.8)

Â îáùåì ñëóœàå óìíîæåíèå íåêîììóòàòèâíî: F̂1F̂2 � F̂2F̂1 , è êîììóòàòîð, îïðåäåëßåìûé
êàê

[

F̂1, F̂2

]

= F̂1F̂2− F̂2F̂1 (2.9)

îòëèœåí îò íóëß. Äëß îïåðàòîðîâ îïðåäåëåí òàêæå è àíòèêîììóòàòîð
{

F̂1, F̂2

}

= F̂1F̂2 + F̂2F̂1. (2.10)Ïðèìåð 2.1. Ïðèìåðîì ïàðû íåêîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ ßâëßþòñß îïåðàòîðû
èìïóëüñà è êîîðäèíàòû:

[r̂i, p̂j] = i~δij (2.11)

Â îáùåì ñëóœàå îïåðàòîðû ìåõàíèœåñêèõ âåëèœèí ßâëßþòñß ôóíêöèßìè îïåðàòîðà
èìïóëüñà è êîîðäèíàòû

F (rK̂ , pK̂ )→F (rK̂ , pK̂ )= F̂

Ê òàêèì îïåðàòîðàì îòíîñßòñß

LK̂ =
1

~
[rK̂ × pK̂ ] − îïåðàòîð ìîìåíòà èìïóëüñà (2.12)

Ĥ =
pK̂ 2

2m
+U(rK̂ ) - îïåðàòîð ýíåðãèè (2.13)

Îòìåòèì, œòî îïðåäåëåííûé â (2.12) îïåðàòîð ìîìåíòà èìïóëüñà áåçðàçìåðåí. Ïðèœèíà
âûáîðà òàêîãî îïðåäåëåíèß ñòàíåò ïîíßòíà íèæå.2.3 Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðà-òîðîâ.
Äèñïåðñèß íàáëþäàåìîé ìåõàíèœåñêîé âåëèœèíû F ìîæåò áûòü âûœèñëåíà ñ ïîìîùüþ îïå-
ðàòîðà

(∆F̂ )2 = (F̂ −〈F 〉)2.
Åå âåëèœèíà õàðàêòåðèçóåò òîœíîñòü, ñ êîòîðîé ìîæåò áûòü â ïðèíöèïå èçìåðåíà íàáëþäà-
åìàß â äàííîì êâàíòîâîì ñîñòîßíèè Ψ. Ñîñòîßíèß Ψn, â êîòîðûõ çíàœåíèå ìåõàíèœåñêîé
âåëèœèíû F îïðåäåëåíî òî÷íî, ßâëßþòñß ñîáñòâåííûìè ñîñòîßíèßìè îïåðàòîðà F̂ :

F̂Ψn =FnΨn.

Â ýòîì ñëóœàå âîëíîâûå ôóíêöèè Ψn íàçûâàþòñß ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà F̂ ,
à œèñëà Fn - åãî ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè .
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Äëß ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ (êàêèì â äàííîì ñëóœàå ßâëßåòñß îïåðàòîð íàáëþäàåìîé F )
ñîáñòâåííûå çíàœåíèß Fn âåùåñòâåííû. Ñîáñòâåííûå çíàœåíèß Fn ìîãóò èìåòü è íåïðå-
ðûâíûé, è äèñêðåòíûé ñïåêòð.

Äëß ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âûïîëíßþòñß ñîîòíîøåíèß îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû,
êîòîðûå â ñëóœàå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ïðèíèìàþò âèä

∫

drK Ψm
∗ (rK )Ψn(rK ) = δmn

∑

n

Ψn
∗(rK )Ψn(rK ′) = δ(rK − rK ′)

à â ñëóœàå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà
∫

drK ΨF
∗ (rK )ΨF ′(rK ) = δ(F −F ′)

∫

dFΨF
∗ (rK )ΨF(rK ′) = δ(rK − rK ′)

Ïðèìåðîì ßâëßåòñß îïåðàòîð èìïóëüñà pK̂ è (â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè!) åãî ñîá-

ñòâåííûå ôóíêöèè ψpK (rK )=
1

(2π~)3/2
e

i

~
pK rK

, îïåðàòîð êîîðäèíàòû rK è åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

δ(rK − rK ′).
Äðóãèì ïðèìåðîì ßâëßåòñß îïåðàòîð ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà, êîòîðûé â êîîðäè-

íàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

L̂z =− i(x
∂

∂y
− y

∂

∂x
)=− i

∂

∂ϕ

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ýòîãî îïåðàòîðà L̂zΨm =mΨm èìåþò âèä

Ψm =
1

2π
√ eimϕ

Òðåáîâàíèå îäíîçíàœíîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè êàê ôóíêöèè óãëà ϕ ïðèâîäèò ê êâàíòî-âàíèþ ñîáñòâåííûõ çíàœåíèé ïðîåêöèè ìîìåíòà, óñëîâèþ èç öåëî÷èñëåííîñòè : m= 0,± 1,±
2,�

Èç àëãåáðû èçâåñòíî, œòî êîììóòèðóþùèå ìàòðèöû ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ïðèâå-
äåíû ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, è äëß íèõ ìîæåò áûòü ïîñòðîåí îáùèé áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ. Íà ýòîì áàçèñå äåéñòâèå ìàòðèöû ñâîäèòñß ê óìíîæåíèþ âåêòîðà íà œèñëî. Àíàëî-
ãèœíî, äëß êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ ñóùåñòâóåò îáùèé íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé,
îòâåœàþùèõ ñîñòîßíèßì, â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå ôèçèœåñêèå âåëèœèíû îäíîâðåìåííî
èçìåðèìû ñêîëü óãîäíî òîœíî.2.4 Îáùàÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé. Ìàòðè÷íàÿ êàðòèíàÃåéçåíáåðãà. Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé Ãåéçåí-áåðãà.
Êàê ìû óæå âèäåëè â ãë.2.1, îäíà è òà æå èíôîðìàöèß î êâàíòîâîì ñîñòîßíèè œàñòèöû -
êâàíòîâàß àìïëèòóäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ðàçëèœíûìè ñïîñîáàìè, â œàñòíîñòè, è âêîîðäèíàòíîì, è â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ôàêòèœåñêè, ðåœü èäåò î ïðîåêöèè êâàí-
òîâîé èíôîðìàöèè íà òîò èëè èíîé áàçèñ êâàíòîâûõ ñîñòîßíèé: â ïåðâîì ñëóœàå, íà áàçèñ
ñîñòîßíèé ñ îïðåäåëåííîé êîîðäèíàòîé, âî âòîðîì - íà áàçèñ ñîñòîßíèé ñ îïðåäåëåííûì
èìïóëüñîì. Íàèáîëåå âûðàçèòåëüíî ýòîò ôàêò ïðåäñòàâëåí â ò.í. ìàòðèœíîé ôîðìóëè-
ðîâêå êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ïðåäëîæåííîé Â. Ãåéçåíáåðãîì.

Ìíîæåñòâî êâàíòîâûõ ñîñòîßíèé ïðåäñòàâëßåò ñîáîé áåñêîíåœíîìåðíîå âåêòîðíîå (ãèëü-
áåðòîâî) ïðîñòðàíñòâî, è êàæäîå êâàíòîâîå ñîñòîßíèå ßâëßåòñß â òàêîì ïðîñòðàíñòâå âåê-
òîðîì, îáîçíàœàåìûì êàê |Ψ〉. Äàííîå ïðîñòðàíñòâî ßâëßåòñß óíèòàðíûì, ò.å. ñêàëßðíîå
ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ |Ψa〉 è |Ψb〉 â íåì îïðåäåëåíî êàê

xab = 〈Ψa|Ψb〉,

2.4 Îáùàÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé. Ìàòðè÷íàÿ êàðòèíà Ãåéçåíáåðãà. Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííî-ñòåé Ãåéçåíáåðãà. 13



ãäå ýðìèòîâî ñîïðßæåííûé âåêòîð 〈Ψ| ≡ (|Ψ〉)+; â îáùåì ñëóœàå ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèåêîìïëåêñíîçíà÷íî. Òåì ñàìûì, ñóùåñòâóþò "ëåâûå" 〈Ψ| è "ïðàâûå" |Ψ〉 âåêòîðà, ñâßçàííûå
ìåæäó ñîáîþ îïåðàöèåé ýðìèòîâñêîãî ñîïðßæåíèß. Ïî òðàäèöèè, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå
ïðèíßòî èõ íàçûâàòü áðà è êåò âåêòîðàìè (îò àíãëèéñêîãî ñëîâà brackets - ñêîáêè).

Òàê æå, êàê è â îáûœíîì ïðîñòðàíñòâå, â ïðîñòðàíñòâå êâàíòîâûõ ñîñòîßíèé ìîæåò
áûòü âûáðàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ - íàáîð âåêòîðîâ |α〉, ïî êîòîðûì ìîæåò áûòü ðàç-
ëîæåí ëþáîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà:

|Ψ〉=
∑

α

ψα|α〉

ãäå èíäåêñ α ìîæåò ïðîáåãàòü êàê äèñêðåòíûé, òàê è íåïðåðûâíûé íàáîð çíàœåíèé. Ñîîò-
âåòñòâåííî, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèß ìîãóò áûòü ïîëóœåíû, êàê ïðîåêöèß âåêòîðà ñîñòî-
ßíèß |Ψ〉 íà áàçèñíûé âåêòîð |α〉:

ψα = 〈α|Ψ〉 (2.14)

Äëß îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà âåêòîðîâ |α〉 âûïîëíßþòñß ñîîòíîøåíèß îðòîãîíàëüíîñòè

〈α|β 〉= δαβ

è ïîëíîòû:
∑

α

|α〉〈α|= 1

Åñëè â (2.14) âçßòü â êàœåñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ âåêòîðà ñîñòîßíèé |x〉 ñ îïðåäåëåííûì
çíàœåíèåì êîîðäèíàòû, òî ïîëóœèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

Ψ(x)= 〈x|Ψ〉. (2.15)

Àíàëîãèœíûì îáðàçîì, âçßâ â áàçèñíûé íàáîð âåêòîðîâ ñîñòîßíèé |p〉 ñ îïðåäåëåííûì
èìïóëüñîì, ïîëóœèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè

Φ(p)= 〈p|Ψ〉.

Èñïîëüçóß ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû
∑

x |x〉〈x| = 1, îòñþäà ëåãêî ïîëóœèòü ñâßçü ìåæäó ýòèìè
ïðåäñòàâëåíèßìè

Φ(p)=
∑

x

〈p|x〉〈x|Ψ〉

Ñðàâíèâàß ñ (2.1), îòîæäåñòâëßåì:
∑

x
→
∫

dx, 〈p|x〉→ 1

2π~
√ e−ipx/~. Â ðàìêàõ ìàòðèœíîãî

ïîäõîäà ïåðåõîä îò êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèß ê èìïóëüñíîìó äàåòñß óìíîæåíèåì âçÿ-òîãî â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðà 〈x|Ψ〉 íà óíèòàðíóþ ìàòðèöó 〈p|x〉.Óïðàæíåíèå 2.2. Äîêàçàòü, œòî ìàòðèöà U = 〈p|x〉 óíèòàðíà.Äîêàçàòåëüñòâî. U+ = 〈x|p〉, (U+U)xx′ =
∑

p 〈x|p〉〈p|x′〉= δxx′ �

Òàêèì îáðàçîì â ìàòðèœíîé êàðòèíå ñâßçü ìåæäó ïðåäñòàâëåíèßìè îêàçûâàåòñß çíàœè-
òåëüíî áîëåå íàãëßäíîé: èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèß ñâîäßòñß ê ïðîñòîìó ïåðåìíîæåíèþ
ìàòðèö.

Ñðåäíåå çíàœåíèå îïåðàòîðà F̂ ïî êâàíòîâîìó ñîñòîßíèþ |Ψ〉 îïðåäåëßåòñß êàê

〈F 〉= 〈Ψ|F̂ |Ψ〉 (2.16)

Ïðîñòðàíñòâåííàß ïëîòíîñòü âåðîßòíîñòè œàñòèöû äàåòñß êâàäðàòîì ìîäóëß ïðîñòðàí-
ñòâåííîé àìïëèòóäû Ψ(x) (2.15):

w(x)= |Ψ(x)|2 = 〈Ψ|x〉〈x|Ψ〉= 〈Ψ|ρ̂(x)|Ψ〉, (2.17)

îòêóäà äëß îïåðàòîðà ïðîñòðàíñòâåííîé ïëîòíîñòè âåðîßòíîñòè èìååì:

ρ̂(x)= |x〉〈x|. (2.18)Óïðàæíåíèå 2.3. Ïîñòðîèòü îïåðàòîð èìïóëüñíîé ïëîòíîñòè âåðîßòíîñòè ρ̂(p).
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Ñðåäíåå çíàœåíèå îïåðàòîðà êîîðäèíàòû

〈x〉=
∑

x

xw(x)=
∑

x

〈Ψ|x〉x〈x|Ψ〉. (2.19)

Îœåâèäíî, œòî îïåðàòîð êîîðäèíàòû ðàâåí x̂ ≡ ∑

x

∣

∣x
〉

x
〈

x
∣

∣. Îáîáùàß, äëß ïðîèçâîëüíîãî
îïåðàòîðà èìååì

f̂ ≡
∑

f

|f 〉f 〈f |, (2.20)

ãäå {|f 〉} - ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà f̂ : f̂ |f 〉 =
f |f 〉. Îòìåòèì, œòî âèä âûðàæåíèß (2.20) íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèß.

Ìàòðèœíûé ýëåìåíò îïåðàòîðà f̂ îïðåäåëåí êàê

fab = 〈a|f̂ |b〉.

Â œàñòíîñòè, âçßâ â êàœåñòâå "îáêëàäîê" âåêòîðà ñîñòîßíèé |a〉 = |x〉 è |b〉 = |x′〉, ñ îïðåäå-

ëåííûìè êîîðäèíàòàìè x è x′, ïîëóœèì âûðàæåíèå äëß îïåðàòîðà f̂ â êîîðäèíàòíîì
ïðåäñòàâëåíèè.

Â öåëîì, ìàòåìàòèœåñêèé ôîðìàëèçì êâàíòîâîé ìåõàíèêè â òðàêòîâêå Ãåéçåíáåðãà ñâî-
äèòñß ê àëãåáðå óíèòàðíûõ âåêòîðîâ è ìàòðèö. Âåêòîðà îïèñûâàþò êâàíòîâûå ñîñòîßíèß
ñèñòåìû, à ìàòðèöû, íàçûâàåìûå îïåðàòîðàìè, ïîçâîëßþò âûœèñëèòü íàáëþäàåìûå ôèçè-
œåñêèå âåëèœèíû è, êàê ìû óâèäèì âñêîðå, êâàíòîâóþ äèíàìèêó ñèñòåìû.

Â êàœåñòâå èëëþñòðàöèè ðàñìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî ñîîòíîøåíèß íåîïðåäåëåííî-

ñòåé Ãåéçåíáåðãà. Ïóñòü â è b̂ - îïåðàòîðû íàáëþäàåìûõ ôèçèœåñêèõ âåëèœèí, ïðèœåì
[

â , b̂
]

= i Ĉ � 0, òîãäà ïðè óñðåäíåíèè ïî ëþáîìó êâàíòîâîìó ñîñòîßíèþ |φ〉 âûïîëíßåòñß

íåðàâåíñòâî:
〈

(â −〈â 〉)2
〉〈

(b̂ −
〈

b̂
〉

)2
〉

>
〈

Ĉ
〉2

/4. (2.21)Óïðàæíåíèå 2.4. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (2.21).Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì äëß ïðîñòîòû Â ≡ â − 〈â 〉, B̂ ≡ b̂ −
〈

b̂
〉

, òàê œòî
〈

Â
〉

=
〈

B̂
〉

= 0. Äàëåå,

ïîñòðîèì âåêòîð |ϕ〉 =
(

Â + iαB̂
)

|φ〉, ãäå α – âåùåñòâåííîå œèñëî. Èñïîëüçóß îœåâèäíîå íåðàâåíñòâî

〈ϕ|ϕ〉2 >0, ñ óœåòîì ýðìèòîâîñòè îïåðàòîðîâ Â è B̂ , çàïèøåì

0 6 〈φ|
(

Â − iαB̂
)(

Â+ iαB̂
)

|φ〉= 〈φ|Â2 +α2B̂
2 + iα

(

ÂB̂ − B̂Â
)

|φ〉=

= 〈φ|Â2 |φ〉+α2〈φ|B̂2 |φ〉−α〈φ|Ĉ |φ〉 ≡
〈

Â2
〉

+α2
〈

B̂2
〉

−α
〈

Ĉ
〉

Êâàäðàòèœíàß ôîðìà ïî α ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè óñëîâèè, œòî äåòåðìèíàíò:

4
〈

Â2
〉〈

B̂2
〉

−
〈

Ĉ
〉2

>0. Îòñþäà ñëåäóåò, œòî
〈

Â2
〉〈

B̂2
〉

=
〈

(â −〈â 〉)2
〉〈

(b̂ −
〈

b̂
〉

)2
〉

>
〈

Ĉ
〉2

/4

œòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �2.5 ×èñòûå è ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ, ìàòðèöà ïëîòíîñòè.
Èç âåêòîðà ñîñòîßíèß |Ψ〉 ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó (îïåðàòîð) ïëîòíîñòè, ïðåäñòàâëß-
þùóþ ñîáîé ñ ìàòåìàòèœåñêîé òîœêè çðåíèß ò.í. òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ:

ρ= |Ψ〉〈Ψ| (2.22)

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ñðåäíåå ïî ñîñòîßíèþ |Ψ〉 îò îïåðàòîðà F̂ ìîæåò áûòü
âûœèñëåíî êàê (ñðàâíè ñ îïðåäåëåíèåì (2.16))

〈F 〉=Tr ρF̂ (2.23)

ãäå Tr îáîçíàœàåò îïåðàöèþ âçßòèß ñëåäà (ñóììû äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) îò ïðîèçâå-

äåíèß ìàòðèö ρ è F̂ .

2.5 ×èñòûå è ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ, ìàòðèöà ïëîòíîñòè. 15



Ñîñòîßíèå èçîëèðîâàííîé êâàíòîâîé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñß âåêòîðîì åå êâàí-
òîâîãî ñîñòîßíèß, çàâèñßùåãî ëèøü îò âåêòîðà åå êâàíòîâîãî ñîñòîßíèß â íåêîòîðûé
íàœàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0, è ñîîòâåòñòâóþùàß ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñâîäèòñß ê òåíçîð-
íîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ ñîñòîßíèß (2.22). Â ýòîì ñëóœàå ãîâîðßò î ÷èñòîì êâàíòîâîì
ñîñòîßíèè.

Â ðåàëüíîñòè, ëþáàß êâàíòîâàß ñèñòåìà âñåãäà èñïûòûâàåò âíåøíåå, â òîì œèñëå è
íåêîíòðîëèðóåìîå âîçäåéñòâèå, îêàçûâàþùåå íåêîòîðîå âëèßíèå íà äèíàìèêó åå ýâîëþöèè
âî âðåìåíè. Âåêòîð ñîñòîßíèß òàêîé ñèñòåìû îêàçûâàåòñß çàâèñßùèì íå òîëüêî îò åå ñîá-
ñòâåííûõ äèíàìèœåñêèõ ïåðåìåííûõ, íî è îò ñîâîêóïíîñòè âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ {q}: |Ψ〉 →
|Ψ, {q}〉, è ñîîòâåòñòâóþùàß ìàòðèöà ïëîòíîñòè åñòü ðåçóëüòàò óñðåäíåíèß ïî ýòèì
âíåøíèì ïàðàìåòðàì:

ρ→ ρ= |Ψ, {q}〉〈Ψ, {q}|

ãäå œåðòà ñâåðõó îáîçíàœàåò óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ çíàœåíèé ïàðàìåòðîâ {q}. Â ýòîì
ñëóœàå ìàòðèöà ïëîòíîñòè íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèß,
ïîñòðîåííîãî èç îäíîãî âåêòîðà ñîñòîßíèß - äðóãèìè ñëîâàìè, êâàíòîâîå ñîñòîßíèå ñèñòåìû
íå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî êàêèì-òî îäíèì âåêòîðîì ñîñòîßíèß. Â òàêîì ñëóœàå
ãîâîðßò î ñìåøàííîì ñîñòîßíèè êâàíòîâîé ñèñòåìû.
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Ãëàâà 3Êâàíòîâàÿ äèíàìèêà.3.1 Êâàíòîâûé ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè, óðàâíåíèå Øðå-äèíãåðà.
Â êëàññèœåñêîé ôèçèêå ïðèíöèï ïðèœèííîñòè îçíàœàåò, œòî çàäàíèå íàœàëüíûõ óñëîâèé
(èìïóëüñà, êîîðäèíàòû) ïîçâîëßåò îïðåäåëèòü äàëüíåéøóþ òðàåêòîðèþ ñèñòåìû. Â êâàí-
òîâîé ìåõàíèêå àíàëîãèœíîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, íî äëß âîëíîâîé ôóíêöèè (âåêòîðàñîñòîÿíèÿ) ñèñòåìû: ýâîëþöèß êâàíòîâîãî ñîñòîßíèß äåòåðìåíèðîâàíà è îïèñûâàåòñß óðàâ-íåíèåì Øðåäèíãåðà:

i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ (3.1)

ãäå Ĥ - îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà, èëè ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû.
Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè3.1 óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, îïèñûâàþùåå ýâîëþöèþ

êâàíòîâîé œàñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå èìååò âèä

i~
∂Ψ

∂t
=

[

p̂2

2m
+U(rK , t)]Ψ (3.2)

=

[

− ~
2

2m
∇2 +U(rK , t)]Ψ

ãäå ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí

Ĥ =
p̂2

2m
+U(rK , t)=− ~

2

2m
∇2 +U(rK , t) (3.3)

Â œàñòíîñòè, ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ßâëßåòñß îïåðàòîðîì ýíåðãèè ñèñòåìû:

〈E 〉= 〈Ψ|Ĥ |Ψ〉
Âîëíîâàß ôóíêöèß äîëæíà óäîâëåòâîðßòü óñëîâèßì:

a) îäíîçíàœíîñòè;

b) íåïðåðûâíîñòè (äëß òîãî, œòîáû ñðåäíßß ýíåðãèß áûëà êîíåœíà);

c) êâàäðàòèœíîé èíòåãðèðóåìîñòè:
∫

drK |Ψ|2 = 1, äëß òîãî, œòîáû ïîëíàß âåðîßòíîñòü
ðàâíà 1;

d) êîíåœíîñòè: Ψ<∞.Çàäà÷à 3.1. Íàéòè ñêàœîê ïðîèçâîäíîé âîëíîâîé ôóíêöèè íà ïîòåíöèàëå U(x)=−Gδ(x).3.2 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö, óðàâíåíèå íåïðåðûâ-íîñòè.
Ïëîòíîñòü âåðîßòíîñòè, êàê ìû óæå îòìåœàëè âûøå, ðàâíà w = Ψ∗Ψ. Âûœèñëßß åå ïðîèç-
âîäíóþ ïî âðåìåíè, ïîëóœèì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè,

∂w

∂t
= Ψ∗∂Ψ

∂t
+
∂Ψ∗

∂t
Ψ =

i

~

{

−Ψ∗(ĤΨ)+
(

Ĥ
∗
Ψ∗
)

Ψ
}

= (3.4)

=
i~

2m

{

Ψ∗∇2Ψ−
(

∇2Ψ∗)Ψ
}

=
i~

2m
∇{Ψ∗∇Ψ− (∇Ψ∗)Ψ}=−div jK

3.1. Âûáîð êîíêðåòíîãî (êîîðäèíàòíîãî) ïðåäñòàâëåíèß äëß âåêòîðà êâàíòîâîãî ñîñòîßíèß íå ñíèæàåò
îáùíîñòè íàøåãî ðàñññìîòðåíèß. Ôàêòèœåñêè, ýòî òî æå ñàìîå, œòî âûáîð êîíêðåòíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
ïðè îïèñàíèè îáûœíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âåêòîðîâ.
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ãäå jK = − i~

2m
{Ψ∗∇Ψ − (∇Ψ∗)Ψ} - ïîòîê âåðîßòíîñòè. Äîáàâèì, œòî ïðè âûâîäå ìû èñïîëü-

çîâàëè óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëß êîìïëåêíî ñîïðßæåííîé àìïëèòóäû Ψ∗, ïîëóœåííîå
êîìïëåêñíûì ñîïðßæåíèåì óðàâíåíèß (3.2):

− i~
∂Ψ∗

∂t
= Ĥ

∗
Ψ∗=

[

− ~
2

2m
∇2 +U(rK , t)]Ψ∗

Èíòåãðèðóß (3.4) ïî îáúåìó, ïîëóœèì

dW

dt
=

∫

dV
∂w

∂t
=

= −
∫

dV div jK =−
∮

S

dSK · jK =0,

ò.ê. èíòåãðàë ïî áåñêîíåœíî óäàëåííîé ïîâåðõíîñòè S èñœåçàåò, åñëè ñîñòîßíèå ïîëíîñòüþ
ëîêàëèçîâàíî âíóòðè îáúåìà, îõâàòûâàåìîãî ïîâåðíîñòüþ S.3.3 Çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ çíà÷åíèé ìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èíîò âðåìåíè. Òåîðåìû Ýðåíôåñòà.
Âûœèñëèì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ñðåäíåãî çíàœåíèß îïåðàòîðà

d〈F 〉
dt

=
d

dt

∫

drK Ψ∗(rK , t)F̂Ψ(rK , t)= (3.5)

=

∫

drK {∂Ψ∗(rK , t)
∂t

F̂Ψ(rK , t)+ Ψ∗(rK , t)∂F̂
∂t

Ψ(rK , t)+ Ψ∗(rK , t)F̂ ∂Ψ(rK , t)
∂t

}

=

=

∫

drK Ψ∗(rK , t){∂F̂
∂t

+
1

i~

[

F̂ , Ĥ
]

}

Ψ(rK , t)
ãäå, êàê è âûøå ìû èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëß ïðîèçâîäíîé âîëíîâîé
ôóíêöèè ïî âðåìåíè. Ñîãëàñíî (3.5), îïåðàòîð ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò íàáëþäàåìîé
ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê

F̂
˙ ≡ dF̂

dt
=
∂F̂

∂t
+

1

i~

[

F̂ , Ĥ
]

(3.6)

Äëß òîãî, œòîáû íàáëþäàåìàß 〈F 〉 áûëà èíòåãðàëîì äâèæåíèß – îòâåœàëà ñîõðàíßþùåéñß
âî âðåìåíè âåëèœèíå, äîñòàòîœíî œòîáû ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð F̂ íå çàâèñåë ßâíî îò

âðåìåíè, è êîììóòàòîð ýòîãî îïåðàòîðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ áûë ðàâåí íóëþ:

∂F̂

∂t
= 0,

[

F̂ , Ĥ
]

= 0.Çàäà÷à 3.2. Èñïîëüçóß ãàìèëüòîíèàí (3.3) äëß äâèæåíèß â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, âûœèñëèòü

a) îïåðàòîð ñêîðîñòè v=
d

dt
x.

b) îïåðàòîð óñêîðåíèß a=
d2

dt2
x.

Óðàâíåíèå (3.6) ïîçâîëßåò ïîëóœèòü îïåðàòîðíûå óðàâíåíèß Ãàìèëüòîíà

x̂̇ =
1

i~

[

x̂ , Ĥ
]

(3.7)

p̂̇ =
1

i~

[

p̂ , Ĥ
]

(3.8)

êîòîðûå äëß äâèæåíèß â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ïðèíèìàþò âèä

x̂̇ =
1

m
p̂ (3.9)

p̂̇ = − dU

dx
(3.10)
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Óñðåäíßß ýòè óðàâíåíèß ïî êâàíòîâîìó ñîñòîßíèþ, ïîëóœèì óðàâíåíèÿ Ýðåíôåñòà äëß
íàáëþäàåìûõ

d

dt
〈x〉=

〈

x̂̇
〉

=
1

m
〈 p̂ 〉, d

dt
〈p〉=

〈

p̂̇
〉

=
1

m

〈

− dU

dx

〉

=
1

m

〈

F̂
〉

(3.11)

ãäå F̂ ≡ dU

dx
îïåðàòîð ñèëû.3.4 Âðåìåííîå è ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà.

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (3.1) îïèñûâàåò ïîëíóþ ýâîëþöèþ âîëíîâîé ôóíêöèè âî âðåìåíè
äëß ïðîèçâîëüíîãî êâàíòîâîãî ñîñòîßíèß è íàçûâàåòñß âðåìåííûì óðàâíåíèåì Øðåäèí-
ãåðà. Â îáùåì ñëóœàå ýòà ýâîëþöèß äîâîëüíî ñëîæíà.

Â ñëóœàå, êîãäà ßâíàß çàâèñèìîñòü ãàìèëüòîíèàíà îò âðåìåíè îòñóòñòâóåò:
∂Ĥ

∂t
= 0,

ñðåäíßß ýíåðãèß ñîõðàíßåòñß
(

d

dt
〈E 〉 = 0

)

è ßâëßåòñß èíòåãðàëîì äâèæåíèß. Â ýòîì ñëóœàå

âîçìîæíû êâàíòîâûå ñîñòîßíèß ñ òî÷íî îïðåäåëåííûìè çíàœåíèßìè ýíåðãèè, è âîëíîâàß
ôóíêöèß òàêèõ ñîñòîßíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Ψ(x, t) = ψ(x)e
− i

~
Et

(3.12)

Ïîäñòàâëßß (3.12) â (3.1), ïîëóœèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà:

Ĥψ(x) =Eψ(x) (3.13)

Îœåâèäíî, œòî â ýòèõ ñîñòîßíèßõ ïëîòíîñòü âåðîßòíîñòè íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ò.ê. çàâè-
ñèìîñòü îò âðåìåíè èç óðàâíåíèß (3.13) âûïàëà. Ýòî óðàâíåíèå ßâëßåòñß óðàâíåíèåì íà
ñîáñòâåííûå ñîñòîßíèß îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà Ĥ . Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà ýðìèòîâ:
Ĥ

+
= Ĥ , eãî ñîáñòâåííûå ñîñòîßíèß îáðàçóþò ïîëíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå êâàíòîâûõ

ñîñòîßíèé:
∫

dxψn
∗(x)ψm(x) = δnm (3.14)

∑

n

ψn
∗(x)ψn(x′) = δ(x− x′) (3.15)

è ïðîèçâîëüíîå ñîñòîßíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ñóïåðïîçèöèß ñòàöèîíàðíûõ ñîñòî-
ßíèé

Ψ(x, t)=
∑

n

cne−iEn t/~ψn(x) (3.16)

Â ñâîþ îœåðåäü, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèß ìîãóò áûòü âûœèñëåíû êàê

cn =

∫

dxψn
∗(x)Ψ(x, t= 0) (3.17)

Ïîäñòàâëßß èõ â (3.16), ïîëóœèì

Ψ(x, t) =

∫

dx′
∑

n

e−iEn t/~ψn(x)ψn
∗(x′)Ψ(x′, t=0)=

=

∫

dxG(x, x′, t)Ψ(x′, t= 0)

ãäå îïåðàòîð ýâîëþöèè (ôóíêöèß Ãðèíà)

G(x, x′, t)=
∑

n

e−iEn t/~ψn(x)ψn
∗(x′) (3.18)

ïîçâîëßåò ïî çàäàííîé íàœàëüíîé àìïëèòóäå ïîñòðîèòü àìïëèòóäó âîëíîâîé ôóíêöèè
Ψ(x, t) â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t.Çàäà÷à 3.3. Ïîñòðîèòü îïåðàòîð ýâîëþöèè äëß âîëíîâîé ôóíêöèè ñâîáîäíîé œàñòèöû.

3.4 Âðåìåííîå è ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. 19





Ãëàâà 4Äâèæåíèå â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå.4.1 Îáùèå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ, äèñêðåòíûé è íåïðå-ðûâíûé ñïåêòð.

Ðèñóíîê 4.1. Ðàçëèœíûå âàðèàíòû ôèíèòíîãî (E < 0) è èíôèíèòíîãî (E > 0) äâèæåíèß.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå œàñòèöû â ïðîèçâîëüíîì ïîòåíöèàëå U(x) (ðèñ.4.1). Äëß îïðåäå-
ëåííîñòè ïîëîæèì, œòî U(x→ ∞) = 0 è U(x→ − ∞) = U0 > 0. Êàê è â êëàññèœåñêîé äèíà-
ìèêå, äâèæåíèå œàñòèöû â ïîòåíöèàëå âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè, œòî åå ýíåðãèß

E>minU(x)≡Umin

Åñëè E < 0, äâèæåíèå œàñòèöû ôèíèòíî, è ñïåêòð çíàœåíèé ýíåðãèè E äèñêðåòíûé. Â
ñëóœàå E > 0 îíî èíôèíèòíî, è ñïåêòð çíàœåíèé ýíåðãèè E íåïðåðûâíûé. Êîîðäèíàòû x,
óäîâëåòâîðßþùèå óðàâíåíèþ

U(x)=E

íàçûâàþòñß êëàññèœåñêèìè òîœêàìè ïîâîðîòà.
Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëß äâèæåíèß œàñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå â

îäíîìåðíîì ñëóœàå èìååò âèä

− ~
2

2m

d2ψ

dx2
+U(x)ψ=Eψ, (4.1)

è ßâëßåòñß ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðßäêà. Îáùåå ðåøåíèå
ýòîãî óðàâíåíèß åñòü ñóììà äâóõ íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, àñèìïòîòèêà êîòîðûõ ïðè x→+∞
è U(x)→ 0

ψ(x)→A+(k)eikx +B+(k)e−ikx,

òîãäà êàê ïðè x→−∞ è U(x)→U0

ψ(x)→A−(k)eiknx +B−(k)e−ikn x,

ãäå êâàäðàò âîëíîâîãî âåêòîðà k2 = 2mE/~
2 è êâàäðàò "ïîêàçàòåëß ïðåëîìëåíèß" n2 = 1 −

U0/E. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ.4.1 ðàññìîòðèì 4 âîçìîæíûõ ñëóœàß:
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a) E < 0. Ïðè ýòîì k = iκ, ãäå κ2 = 2m|E |/~
2 è n2 > 0. Òðåáîâàíèå íîðìèðóåìîñòè

âîëíîâîé ôóíêöèè:
∫

dx|ψ |2 < ∞ ïðåäïîëàãàåò îòñóòñòâèå ñëàãàåìûõ, ýêñïîíåíöèàëüíî
ðàñòóùèõ ïðè |x|→∞, è âîëíîâàß ôóíêöèß äîëæíà âåñòè ñåáß êàê

ψ(x)=

{

A+(k)e−κx ïðè x→+∞
B−(k)eκn x ïðè x→−∞ (4.2)

Â êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíîé îáëàñòè âîëíîâàß ôóíêöèß çàòóõàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïî ìåðå
óäàëåíèß îò êëàññèœåñêè äîñòóïíîé îáëàñòè. Òåì ñàìûì, äâèæåíèå îãðàíèœåíî ãëàâíûì
îáðàçîì êëàññèœåñêè äîñòóïíîé îáëàñòüþ, è îíî ôèíèòíî.

Óñëîâèå (4.2) ïðèâîäèò ê êâàíòîâàíèþ óðîâíåé, ò.å. ê äèñêðåòíîìó íàáîðó äîïó-
ñòèìûõ çíàœåíèé ýíåðãèè E. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå îãðàíèœåííîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè
ïðè x→−∞ çàñòàâëßåò íàñ âûáðàòü ψ(x→−∞) = B−(k)eκn x, ïîëàãàß A−(k) ≡ 0. Îäíàêî
ïðîäîëæåíèå òàêîãî ðåøåíèß â îáëàñòü x → + ∞ ïðèâîäèò â îáùåì ñëóœàå ê ïîßâëåíèþäâóõ ñëàãàåìûõ ψ(x) = Ã+(k)e−κx + B̃+(k)eκx. Òðåáîâàíèå îãðàíèœåííîñòè âîëíîâîé
ôóíêöèè è â îáëàñòè x→+∞ âåäåò ê óñëîâèþ

B̃+(k)= 0 (4.3)

Íî òàê êàê êîýôôèöèåíò B̃+(k) íå ßâëßåòñß ïðîèçâîëüíûì, óñëîâèå (4.3) ïðåäñòàâëßåò
ñîáîþ óðàâíåíèå, èìåþùåå äèñêðåòíûé íàáîð ðåøåíèé. Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó,
œòî â ñëó÷àå ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ ñïåêòð ýíåðãèé ñèñòåìû äèñêðåòåí.

b) 0<E <U0. Â ýòîì ñëóœàå k2> 0, n2 =U0/E − 1< 0; ââåäåì äëß óäîáñòâà ν: n= iν, ãäå
ν2 = U0/E − 1. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëóœàå, âîëíîâàß ôóíêöèß îñòàåòñß ýêñïîíåíöèàëüíî
çàòóõàþùåé ïðè x→−∞, íî ïðè x→∞ îñöèëëèðóåò, îñòàâàßñü êîíåœíîé:

ψ(x)=

{

A+(k)eikx +B+(k)e−ikx ïðè x→+∞
B−(k)ekν x ïðè x→−∞ (4.4)

Îœåâèäíî, œòî â äàííîì ñëóœàå äâèæåíèå èíôèíèòíî. Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ñîñòîßíèß –
íåçàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèß âåðîßòíîñòè îò âðåìåíè, è ñîõðàíåíèß âåðîßòíîñòè ïîäðàçó-
ìåâàåò îòñóòñòâèå ïîòîêà âåðîßòíîñòè: j(x)= 0, îòêóäà ñëåäóåò

|A+| = |B+|
ψ(x→∞) = C(k) cos(kx+ δ),

ãäå ôàçà δ=
1

2
arg(A+/B+), C(k)= 2|A+|= 2|B+|.

Ïðè x→ − ∞ óñëîâèå îãðàíèœåííîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè ïðè x→ − ∞ èç äâóõ íåçàâè-

ñèìûõ ðåøåíèé A−(k)e−kν x è B−(k)ekν x îñòàâëßåò òîëüêî îäíî, òðåáóß A−(k)≡ 0.

c) U0< E < Umax. Ïðè ýòîì k2> 0 è n2> 0. Êàê è âûøå, äâèæåíèå èíôèíèòíî, íî â îáå
ñòîðîíû: x→ + ∞ è x→−∞. Òðåáîâàíèå îãðàíèœåííîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè íå íàêëàäû-
âàåò êàêèõ-ëèáî óñëîâèé, è ðàáîòàþò îáà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèß: èìååòñß äâóêðàòíîå âûðî-
æäåíèå ñïåêòðà.

Ðàññìàòðèâàß ñëóœàé, êîãäà ïîòîê œàñòèö ïàäàåò ñëåâà, èìååì

ψ(x)=

{

A+(k)eikx ïðè x→+∞
A−(k)eikν x +B−(k)e−ikν x ïðè x→−∞ (4.5)

Â äàííîì ñëóœàå ìû èìååì œèñòî êâàíòîâûé ýôôåêò – ïîäáàðüåðíîå ïðîõîæäåíèå œàñòèö,
èëè òóííåëèðîâàíèå. Íàïîìíèì, œòî ýòî ßâëåíèå íå èìååò àíàëîãà â êëàññèœåñêîé ôèçèêå.
Â êâàíòîâîì ñëóœàå êîýôôèöèåíò îòðàæåíèß è ïðîõîæäåíèß

R=
|jR|
|j0|

=
|B−|2

|A−|2
, T =

|jT |
|j0|

=
1

n

|A+|2

|A−|2
,

òîãäà êàê â ðàìêàõ êëàññèœåñêîé ôèçèêè îòðàæåíèå œàñòèö îò áàðüåðà ïðè E < Umax ßâëß-
åòñß ïîëíûì: R= 1, T = 0.

22 Äâèæåíèå â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå.



Óñëîâèå ñîõðàíåíèß œèñëà œàñòèö äàåò j(x→−∞)= j(x→∞), îòêóäà

R+T = 1

d) E > Umax. Òàê æå êàê è âûøå, àñèìïòîòèêà âîëíîâîé ôóíêöèè èìååò âèä (4.5), è âñå
ñêàçàííîå î ïîâåäåíèè âîëíîâîé ôóíêöèè âûøå îòíîñèòñß è ê äàííîìó ñëóœàþ òîæå. Çäåñü
òàê æå âîçìîæíî ðàññåßíèå íà áàðüåðå: R > 0 è T < 1, â îòëè÷èè îò êëàññèœåñêîãî ñëóœàß,
äëß êîòîðîãî ïðè E >Umax îòðàæåíèå îò áàðüåðà îòñóòñòâóåò ñîâñåì (R= 0 è T = 1).Çàäà÷à 4.1. Èñõîäß èç ßâíîãî âèäà óðàâíåíèß Øðåäèíãåðà (4.1), äîêàçàòü, œòî âîëíîâàß ôóíêöèß è åå

ïðîèçâîäíàß äîëæíû áûòü íåïðåðûâíûìè ôóíêöèßìè êîîðäèíàòû.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò èç îãðàíèœåí-

íîñòè 2-é ïðîèçâîäíîé âîëíîâîé ôóíêöèè â óðàâíåíèè (4.1), êîòîðàß â ñâîþ îœåðåäü èìååò ìåñòî, åñëè

E è ïîòåíöèàë U(x) êîíåœíû.

Äëß áîëåå ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â íåêîòîðîé òîœêå x ïðîèíòå-

ãðèðóåì óðàâíåíèå (4.1) ïî áåñêîíåœíî ìàëîé îáëàñòè (x− ǫ, x+ ǫ), ǫ→ 0:
∫

x−ǫ

x+ǫ

dx
~
2

2m
d2ψ

dx2
=

∫

x−ǫ

x+ǫ

dx (U −E)ψ� ~
2

2m
[ψ ′(x+ ǫ)− ψ ′(x− ǫ)] ≃ 2ǫ · (U −E)ψ.

ǫ→0
0

Óñòðåìëßß ǫ→ 0, ïîëóœèì ψ ′(x+ 0)− ψ ′(x− 0)= 0, ïðè óñëîâèè , œòî U(x) êîíåœíî. �Çàäà÷à 4.2. Äîêàçàòü, œòî âîëíîâûå ôóíêöèè œàñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåííû â âåùåñòâåííîì âèäå: ψ= ψ∗.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíßß îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðßæåíèß ê óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà (4.1),

âèäèì, œòî êîìïëåêñíî ñîïðßæåííàß ôóíêöèß ψ∗ òàêæå ßâëßåòñß ðåøåíèåì òîãî æå ñàìîãî óðàâíåíèß:

− ~
2

2m

d2ψ∗

dx2
+ U(x)ψ∗ = Eψ∗ ñ òîé æå ýíåðãèåé E. Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèß (4.1), â òàêîì ñëóœàå

ïàðà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå äâóõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé: ψ1 = ψ+ ψ∗,
ψ2 = (ψ − ψ∗)/i.Ïðèìå÷àíèå. Êàê ìû âèäåëè âûøå, äëß äèñêðåòíûõ óðîâíåé, îòâåœàþùèõ ôèíèòíîìó äâèæåíèþ,

ðåøåíèå óðàâíåíèß (4.1), óäîâëåòâîðßþùåå òðåáóåìûì ãðàíèœíûì óñëîâèßì, åäèíñòâåííî. Â ýòîì

ñëóœàå ψ1 è ψ2 áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìû. �Çàäà÷à 4.3. Äîêàçàòü, œòî â îäíîìåðíîì ñëóœàå âñå óðîâíè ýíåðãèè, îòâåœàþùèå äèñêðåòíîé œàñòè

ñïåêòðà (ôèíèòíîìó äâèæåíèþ), íåâûðîæäåíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìåþòñß äâà ðåøåíèß óðàâíåíèß Øðåäèíãåðà, îòâåœàþùèõ îäíîé è òîé æå

ýíåðãèè E:

− ~
2

2m
d2ψ1

dx2
+U(x)ψ1 = Eψ1

− ~
2

2m
d2ψ2

dx2
+U(x)ψ2 = Eψ2

Óìíîæàß ñëåâà ïåðâîå íà ψ2, âòîðîå íà ψ1 è âûœèòàß èç ïåðâîãî âòîðîå, ïîëóœèì

− ~
2

2m
(ψ2ψ1

′′− ψ1ψ2
′′) =− ~

2

2m
d
dx

(ψ2ψ1
′ − ψ1ψ2

′)= 0,

îòêóäà (ψ2ψ1
′ − ψ1ψ2

′) = const. Â ñëóœàå ôèíèòíîãî äâèæåíèß const = 0, ò.ê. íà äîñòàòîœíî áîëüøèõ ðàñ-

ñòîßíèßõ è âîëíîâàß ôóíêöèß, è åå ïðîèçâîäíàß îáðàùàþòñß â íóëü. Â òàêîì ñëóœàå:

ψ1
′

ψ1
− ψ2

′

ψ2
=

d

dx
ln

(

ψ1

ψ2

)

= 0

òåì ñàìûì ôóíêöèè ψ1 è ψ2 ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó, ò.å. ëèíåéíî çàâèñèìû. Ñ óœåòîì èõ íîðìè-

ðîâêè è âåùåñòâåííîñòè
∫

dxψ1
2 =

∫

dxψ2
2 = 1, âèäèì, œòî îíè ïðîñòî ðàâíû äðóã äðóãó. �4.2 Äâèæåíèå â ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå.Ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííîé ÷åòíîñòüþ.

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë

U(x)=

{

0, ïðè |x|<a/2
∞, ïðè |x|> a/2

4.2 Äâèæåíèå â ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííîé ÷åòíîñòüþ. 23



Âíóòðè îáëàñòè |x|<a/2 ðåøåíèå óðàâíåíèß (4.1) èìååò âèä ïëîñêèõ âîëí

ψ(x)= c1eikx + c2e−ikx

Â îáëàñòü | x| > a/2 œàñòèöà íå ïðîíèêàåò, ïîýòîìó ψ( ± a/2) = 0. Çàïèñûâàß ýòè óñëîâèß,
èìååì ñèñòåìó äâóõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé:

ψ(a/2) = c1e
ika/2 + c2e

−ika/2 = 0

ψ(− a/2) = c1e
−ika/2 + c2e

ika/2 = 0

íàëèœèå íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèß âîçìîæíî ïðè óñëîâèè, œòî äåòåðìèíàíò ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé îáðàùàåòñß â íóëü:

det

(

eika/2 e−ika/2

e−ika/2 eika/2

)

= 2i sin(ka)= 0

îòêóäà ka= πn, n= 1, 2,� ; ïîäñòàâëßß â ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëóœèì äâà íàáîðà ðåøåíèé:

ψ(x) = c cos(πnx), n= 2j+ 1, j=0, 1,� (4.6)

ψ(x) = c sin(πnx), n=2j , j= 1,� (4.7)

E =
~

2k2

2m
=

(π~n)2

2ma2
(4.8)

Ëåãêî âèäåòü, œòî ïåðâûé íàáîð ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèœíûì ðåøåíèßì ψ( − x) = ψ(x), à
âòîðîé – àíòèñèììåòðèœíûì: ψ( − x) = − ψ(x). Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåíèß èìåþò îïðåäå-ëåííóþ ÷åòíîñòü .

Äàííîå ñâîéñòâî íå ñëóœàéíî, îíî ßâëßåòñß ñëåäñòâèåì ñèììåòðèè èñõîäíîé ñèñòåìû.
Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàöèß îòðàæåíèß êîðäèíàò x → − x (îïåðàöèß èíâåðñèè) íå ìåíßåò
ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû, ò.ê. ôîðìà ïîòåíöèàëà ñèììåòðèœíàß, à êèíåòèœåñêàß ýíåðãèß íå
çàâèñèò îò íàïðàâëåíèß äâèæåíèß. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îòðàæåíèè êîîðäèíàò ðàñïðåäå-

ëåíèå âåðîßòíîñòè èçìåíèòüñß íå äîëæíî: ρ(x) = ρ( − x). Ò.ê. ρ(x) = |ψ(x)|2, âîëíîâàß
ôóíêöèß â ðåçóëüòàòå îòðàæåíèß êîîðäèíàò ìîæåò ïðèîáðåñòè òîëüêî ôàçó: ψ( − x) →
ψ(x)eiα. Îäíàêî äâóêðàòíîå îòðàæåíèå ýêâèâàëåíòíî òîæäåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ,

ïîýòîìó
(

eiα
)2

= 1, è eiα = ± 1. Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâàß ôóíêöèß ìîæåò áûòü ëèáî ïîëî-

æèòåëüíîé, ëèáî îòðèöàòåëüíîé œåòíîñòè.
Ñ ôîðìàëüíîé òîœêè çðåíèß â ýòîì ñëóœàå ãàìèëüòîíèàí Ĥ êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì

œåòíîñòè P̂ : P̂Ĥψ = ĤP̂ψ, ò.ê. (P̂Ĥ ) = Ĥ . Ðàâåíñòâî êîììóòàòîðà íóëþ îçíàœàåò, œòî îïå-
ðàòîð œåòíîñòè è ãàìèëüòîíèàí ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ïðèâåäåíû ê äèàãîíàëüíîé
ôîðìå, ò.å. ñîñòîßíèß ñ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé ìîãóò4.1 èìåòü îïðåäåëåííóþ œåòíîñòü.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäàœó ñ ïîòåíöèàëîì ïðßìîóãîëüíîé ßìû êîíåœíîé ãëóáèíû:

U(x)=

{

−U0, ïðè |x|<a/2
0, ïðè |x|> a/2

Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäàœå, ïîòåíöèàë ñèììåòðèœåí îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îòðàæåíèß:
U( − x) = U(x), ïîýòîìó åñòåñòâåííî îæèäàòü, œòî ðåøåíèå áóäåò òàêæå îáëàäàòü ñèììåò-
ðèåé ψ( − x) = ± ψ(x). Îãðàíèœèìñß ïîèñêîì òîëüêî ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé ψ( − x) =
ψ(x), äëß êîòîðûõ âíóòðè ßìû

ψI(x) = c1 cos(k1x), k1
2 =2m(U0 + |E |)

ãäå òàêæå óœòåíî, œòî äëß ðàññìàòðèâàåìîãî ôèíèòíîãî äâèæåíèß E < 0. Âíå ßìû âîë-
íîâàß ôóíêöèß äîëæíà ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàòü:

ψII(x)= c2 exp(− κx), κ2 =2m|E |
Íà ãðàíèöå x= a/2 äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà è âîëíîâàß ôóíêöèß, è åå ïðîèçâîäíàß:

ψII(a/2)= ψI(a/2), ψII
′ (a/2) = ψI

′(a/2),

4.1. Â îäíîìåðíîì ñëóœàå âñå ñîñòîßíèß íåâûðîæäåíû, è äëß ñèììåòðèœíîãî ãàìèëüòîíèàíà âñå ñîñòî-
ßíèß èìåþò îïðåäåëåííóþ òîœíîñòü. Îäíàêî â äâóõ è òðåõìåðíîì ñëóœàå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âûðîæäåííûå
ñîñòîßíèß ñ ðàçëèœíîé œåòíîñòüþ. Îœåâèäíî, œòî ñìåñü òàêèõ ñîñòîßíèé òàêæå ßâëßåòñß ñîáñòâåííûì
ñîñòîßíèåì ãàìèëüòîíèàíà, íî îïðåäåëåííîé œåòíîñòüþ ìîæåò è íå îáëàäàòü.

24 Äâèæåíèå â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå.



Ïîäåëèâ âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå, ïîëóœèì

ψII
′ (a/2)

ψII(a/2)
=
ψI

′(a/2)

ψI(a/2)
� k1tg(k1a/2)= κ (4.9)

Äàííîå òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü ëèøü ïðèáëèæåííî. Â ñëóœàå, êîãäà
k1≪κ, ìû ïîëóœàåì çàäàœó, áëèçêóþ ê ïðåäûäóùåé. Çàïèñûâàß óðàâíåíèå (4.9) â âèäå

ctg(k1a/2)= k1/κ≪ 1 (4.10)

â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè èìååì k1a =
π

2
(2j + 1), œòî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì (4.6) ïðåäû-

äóùåé çàäàœè.Çàäà÷à 4.4. à) Íàéòè ñïåêòð óðîâíåé â ïðßìîóãîëüíîé ßìå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî k1/κ.

á) Íàéòè àíòèñèììåòðèœíûå ðåøåíèß.Çàäà÷à 4.5. Èñïîëüçóß ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé, îöåíèòü ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîßíèß â îäíî-

ìåðíîé ßìå. Ðàññìîòðåòü ñëóœàé, êîãäà ðàçìåð ñâßçàííîãî ñîñòîßíèß ìíîãî áîëüøå ðàçìåðà ßìû

(ñëóœàé "ìåëêîé" ßìû).4.3 Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð.
Ãàìèëüòîíèàí ãàðìîíèœåñêîãî îñöèëëßòîðà èìååò âèä

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω0

2x̂2

2
(4.11)

Óäîáíî ââåñòè áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå

ε=
E

~ω0
; ξ=

mω0

~

√

x̂ =
x̂

x0
(4.12)

â êîòîðûõ ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä (â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè)

Ĥ =
~ω0

2

(

η̂2 + ξ2
)

=
~ω0

2

(

− d2

dξ2
+ ξ2

)

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñâîäèòñß ê ëèíåéíîìó îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ âòîðîãî ïîðßäêà

Ĥψ=Eψ �(

− d2

dξ2
+ ξ2

)

ψ= 2εψ

Ïîäñòàâëßß â óðàâíåíèå ψ(ξ)= exp(− ξ2/2)ϕ(ξ) ñâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê âèäó

ϕ′′− 2ξϕ′+(2ε− 1)ϕ= ϕ′′− 2ξϕ′+ 2nϕ= 0

ðåøåíèåì êîòîðîãî ßâëßþòñß ïîëèíîìû Ýðìèòà Hn(ξ), n = 0, 1, � . Â ðåçóëüòàòå óðîâíè è
âîëíîâûå ôóíêöèè îñöèëëßòîðà

En = ~ω0ε= ~ω0(n+ 1/2)

Ψn(ξ) = Cne
− 1

2
ξ2

Hn(ξ), Cn =
(

mω0

~π

)1/4
(2nn!)

−1/2

Äëß òðåõ íèçøèõ ñîñòîßíèé:

E0 =
1

2
~ω0; Ψ0(x)=

1
4
√
π

(

mω0

~

)1/4
exp

(

− x2

2~/mω0

)

(4.13)

E1 =
3

2
~ω0; Ψ1(x)=

1

2
√

4
√
π

(

mω0

~

)1/4 2x

~/mω0

√ exp

(

− x2

2~/mω0

)

E2 =
5

2
~ω0; Ψ2(x)=

1

2 2
√

4
√
π

(

mω0

~

)1/4
(

4x2

~/mω0
− 2

)

exp

(

− x2

2~/mω0

)

Ñòåïåíü ïîëèíîìà îïðåäåëßåò œèñëî íóëåé âîëíîâîé ôóíêöèè è ðàâíà íîìåðó ñîñòîßíèß.
Îòìåòèì, œòî â îäíîìåðíîì ñëóœàå äëß ïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà ñïðàâåäëèâà ò.í.îñöèëëÿòîðíàÿ òåîðåìà:

4.3 Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. 25



Çàäà÷à 4.6. Äîêàçàòü, œòî â îäíîìåðíîì ñëóœàå äëß ïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà œèñëî íóëåé âîëíîâîé

ôóíêöèè ðàâíî (n− 1), ãäå n= 0, 1, 2,� – íîìåð ñîñòîßíèß.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß œàñòíûõ ñëóœàåâ - îñöèëëßòîðà è ïðßìîóãîëüíîé ßìû ýòî âèäíî ßâíûì îáðàçîì.

Ïðåäñòàâèì òåïåðü, œòî ìû íåïðåðûâíî äåôîðìèðóåì ïîòåíöèàë îò ãàðìîíèœåñêîãî îñöèëëßòîðà ê

ëþáîìó çàäàííîìó U(x). Ýòîò ïðîöåññ íå ìîæåò ïðèâåñòè ê ñìåíå ïîðßäêà ñëåäîâàíèß óðîâíåé, ò.ê.

äëß ýòîãî íåîáõîäèìî, œòîáû â êàêîé-òî ìîìåíò ýíåðãèè äâóõ óðîâíåé ñîâïàëè. Ýòî íåâîçìîçìîæíî

(ñì. Çàäàœó (4.3)), œòî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëóœàå. �

Îòìåòèì òàêæå, œòî ýíåðãèß íàèíèçøåãî ñîñòîßíèß ãàðìîíèœåñêîãî îñöèëëßòîðà E0 > 0
äàæå â íàèíèçøøåì ñîñòîßíèè, â îòëèœèè îò êëàññèœåñêîãî îñöèëëßòîðà, êâàíòîâûé îñöèë-
ëßòîð èñïûòûâàåò ò.í. íóëåâûå êîëåáàíèÿ. Èõ íàëèœèå ñâßçàíî ñ ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäå-
ëåííîñòåé - õîòß ïðîñòðàíñòâåííàß ëîêàëèçàöèß œàñòèöû âáëèçè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà

ïîíèæàåò åå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ 〈U 〉∼mω2(∆x)
2/2, ñîïóòñòâóþùèé ðàçáðîñ èìïóëüñîâ

∆p∼ ~/∆x ïðèâîäèò ê íàëèœèþ ó œàñòèöû êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè K ∼ (~/∆x)2/2m, à íàè-
íèçøåå ñîñòîßíèå îòâåœàåò ìèíèìóìó ïîëíîé ýíåðãèè.Çàäà÷à 4.7. Èñïîëüçóß ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé, îöåíèòü ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîßíèß îäíîìåð-

íîãî ãàðìîíèœåñêîãî îñöèëëßòîðà.Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàçìåð âîëíîâîé ôóíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîßíèß ðàâåí ∆x, òîãäà äëß îöåíêè ïîòåí-

öèàëüíîé ýíåðãèè èìååì 〈U 〉 ∼ mω0
2(∆x)2

2
. Èç ñîîòíîøåíèß íåïðåäåëåííîñòåé ∆p∼ ~/∆x, è ñîîòâåòñòâó-

þùàß êèíåòèœåñêàß ýíåðãèß 〈K 〉 ∼ ~
2

2m(∆x)2
. Â îñíîâíîì ñîñòîßíèè ïîëíàß ýíåðãèß äîëæíà áûòü ìèíè-

ìàëüíà:
d

d∆x
〈E 〉=

d
d∆x

(〈U 〉+ 〈K 〉)=mω0
2∆x− ~

2

m(∆x)3
= 0

Îòñþäà (∆x)2 = (~/mω0)
2, è ïîëíàß ýíåðãèß 〈E〉 ∼ ~ω0. Ðàçóìååòñß, âîñïðîèçâåäåíèå œèñëåííîãî êîýô-

ôèöèåíòà ëåæèò çà ïðåäåëàìè òîœíîñòè íàøåé îöåíêè.4.4 Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåëçàïîëíåíèÿ.4.4.1 Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòðè ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ.
Çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí ãàðìîíèœåñêîãî îñöèëëßòîðà â âèäå

Ĥ = ~ω0

(

â+â+
1

2

)

(4.14)

ãäå ââåäåíû îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé, îïðåäå-
ëåííûå êàê

â =
1

2
√
(

mω0

~

√

x̂ + i
1

~ω0m
√ p̂

)

=
1

2
√ (ξ̂ + iη̂), (4.15)

â+ =
1

2
√
(

mω0

~

√

x̂ − i
1

~ω0m
√ p̂

)

=
1

2
√ (ξ̂ − iη̂), (4.16)

è êîììóòàòîð êîòîðûõ ðàâåí

[â , â+] = 1. (4.17)

Ýòè îïåðàòîðû èìåþò ðßä ïîëåçíûõ ñâîéñòâ, ñóùåñòâåííî óïðîùàþùèõ îïèñàíèå êâàíòî-
âîãî ãàðìîíèœåñêîãî îñöèëëßòîðà.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîßíèå |n〉, ñîáñòâåííîå ñîñòîßíèå ãàìèëüòî-

íèàíà: Ĥ |n〉 = En|n〉. Äåéñòâèå îïåðàòîðà â ïåðåâîäèò ýòî ñîñòîßíèå â íåêîòîðîå íîâîå
ñîñòîßíèå |Φ〉 = â |n〉. Ïîêàæåì, œòî íîâîå ñîñòîßíèå òàêæå ßâëßåòñß ñîáñòâåííûì ñîñòîß-
íèåì ãàìèëüòîíèàíà ñ ýíåðãèåé (En − ~ω0). Äåéñòâèòåëüíî, ïîäåéñòâîâàâ íà íåãî îïåðà-
òîðîì Ãàìèëüòîíà, ïîëóœèì:

Ĥ |Φ〉= Ĥâ |n〉=
([

Ĥ , â
]

+ âĤ
)

|n〉= (− ~ω0â + âEn)|n〉= (En− ~ω0)|Φ〉.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, îïåðàòîð â óìåíüøàåò ýíåðãèþ êâàíòîâîãî ñîñòîßíèß íà êâàíò ~ω0,
ïîýòîìó îí è íàçûâàåòñß ïîíèæàþùèì îïåðàòîðîì. Àíàëîãèœíî ìîæíî ïîêàçàòü, œòî îïå-
ðàòîð â+ óâåëèœèâàåò ýíåðãèþ íà ~ω0:

Ĥ (â+|n〉)= (En + ~ω0)(â+|n〉)
è íàçûâàåòñß, ñîîòâåòñòâåííî, ïîâûøàþùèì îïåðàòîðîì.

Ïîñêîëüêó ýíåðãèß îñöèëëßòîðà îãðàíèœåíà ñíèçó (ïî ìåíüøåé ìåðå, îíà ïîëîæè-
òåëüíà), äîëæíî ñóùåñòâîâàòü íàèíèçøåå ñîñòîßíèå |0〉, äàëüíåéøåå ïîíèæåíèå ýíåðãèè
êîòîðîãî íåâîçìîæíî – è œòîáû ïðîöåññ “ïîíèæåíèß” ïðåðâàëñß, íåîáõîäèìî

â |0〉= 0. (4.18)

Òàêîå ñîñòîßíèå íàçûâàåòñß îñíîâíûì èëè âàêóóìíûì ñîñòîßíèåì – ñîñòîßíèåì áåç ýëå-
ìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé. Ïåðåïèñûâàß ýòî óñëîâèå â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè,
ïîëóœèì

âΨ0(ξ)=
1

2
√ (ξ+ iη̂)Ψ0(x)=

1

2
√
(

ξ+
d

dξ

)

Ψ0(ξ)= 0. (4.19)

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß ïåðâîãî ïîðßäêà

Ψ0(ξ) =C · exp(− ξ2/2), (4.20)

ãäå íîðìèðîâêà îïðåäåëßåòñß óñëîâèåì
∫

dx(Ψ0(ξ = x/x0))
2 = x0C

2 π
√

= 1, îòêóäà ñëåäóåò

C =
(

π
1

2x0

)−1

2
= (mω0/~π)

1/4.

Äåéñòâóß íà âåêòîð îñíîâíîãî ñîñòîßíèß |0〉 ïîâûøàþùèì îïåðàòîðîì â+, ìîæíî
ïîñòðîèòü âåñü íàáîð âåêòîðîâ êâàíòîâûõ ñîñòîßíèé

|Φn〉= (â+)
n|0〉 (4.21)

ñ ýêâèäèñòàíòíûì ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ ýíåðãèé

En = ~ω0

(

n+
1

2

)

. (4.22)

Ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèß èìåþò ýíåðãèþ ~ω0, îïåðàòîð œèñëà ýëåìåí-
òàðíûõ âîçáóæäåíèé

n̂ = â+â (4.23)

Âåêòîðà {|Φn〉} õîòß è îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, ïîêà åùå íå îòíîðìèðîâàíû. Êâà-
äðàò äëèíû 〈Φn|Φn〉= 〈0|(â)

n
(â+)

n|0〉= 〈0| ââ� â�
n

â+â+� â+�
n

|0〉. Ïåðåñòàâëßß êðàéíèé ïðàâûé

îïåðàòîð â ñ n îïåðàòîðàìè â+, ïîëóœèì

〈0| ââ� â�
n

â+â+� â+�
n

|0〉=n〈0| ââ� â�
n−1

â+â+� â+�
n−1

|0〉+ 〈0| ââ� â�
n−1

â+â+� â+�
n

â |0〉

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå èñœåçàåò, ò.ê. â |0〉=0, ìû ïîëóœàåì ðåêêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå

〈Φn|Φn〉=n〈Φn−1|Φn−1〉,

îòêóäà 〈Φn|Φn〉 = n!〈0|0〉 = n!. Îêîíœàòåëüíî, äëß íîðìèðîâàííîãî âåêòîðà ñîñòîßíèß
ïîëóœèì

|n〉=
(â+)

n

n!
√ |0〉 (4.24)

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ëåãêî ïîëóœèòü âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòî-
ßíèé, èõ íîðìèðîâêó

Ψn(x)=
1

n!
√ (â+)

nΨ0(x)=
(

mω0

~π

)1/4
(2nn!)

−1/2e
− 1

2
ξ2

Hn(ξ), ξ=
x

x0
(4.25)
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à òàêæå âûðàçèòü ïîëèíîìû Ýðìèòà œåðåç ïðîèçâîäßùóþ ôóíêöèþ ϕ = e
−1

2
ξ2

, ñ òîœíîñòüþ
äî íîðìèðîâêè ñîâïàäàþùóþ ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé îñíîâíîãî ñîñòîßíèß:

Hn(ξ) = e
1

2
ξ2
(

ξ − d

dξ

)n

e
− 1

2
ξ2

(4.26)

Âûðàæåíèå îïåðàòîðîâ ôèçèœåñêèõ âåëèœèí œåðåç â è â+:

x̂ =
~

mω0

√

1

2
√ (â+ + â) (4.27)

p̂ = i m~ω0

√ 1

2
√ (â+− â) (4.28)

Ëåãêî âûœèñëèòü ðåçóëüòàò äåéñòâèß îïåðàòîðîâ â è â+ íà íîðìèðîâàííûå ñòàöèîíàðíûå
ñîñòîßíèß

〈n− 1|â |n〉= n
√ � âΨn(x)= n

√
Ψn−1(x)

〈n+ 1|â+|n〉= n+ 1
√ � â+Ψn(x)= n+ 1

√
Ψn+1(x)

Ñîîòâåòñòâåííî â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîßíèè 〈n|p̂ |n〉 = 〈n|x̂ |n〉 = 0, œòî ëåãêî îæèäàòü ââèäó
ñèììåòðèè ãàðìîíèœåñêîãî îñöèëëßòîðà ïî îòíîøåíèþ ê îòðàæåíèþ êîîðäèíàò x→−x.4.4.2 Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ è êëàññè÷åñêèé ïðåäåë.
Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííîå ñîñòîßíèå îïåðàòîðà óíèœòîæåíèß:

â |α〉=α|α〉, (4.29)

êîòîðîå íàçûâàåòñß êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèåì.
Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß

Ψα(x)= c(α) ·Ψ0

(

x− 2~/mω0

√

·α
)

, (4.30)

ãäå Ψ0(x) âîëíîâàß ôóíêöèß îñíîâíîãî ñîñòîßíèß (4.13),(4.20), c(α) – íîðìèðîâîœíûé ìíî-
æèòåëü:

1 =

∫

dx|Ψα(x)|2 =

∫

dx

∣

∣

∣

∣

c(α)

∣

∣

∣

∣

2(
mω0

π~

)1/2
exp

(

− (x− 2~/mω0

√

·Reα)2

~/mω0
+ 2(Imα)2

)

c(α) = exp
(

− (Imα)2
)

Ëåãêî âèäåòü, œòî ïðè α= 0 êîãåðåíòíîå ñîñòîßíèå ñîâïàäàåò ñ îñíîâíûì ñîñòîßíèåì.
ßâíûé âèä (4.30) è îïðåäåëåíèå (4.29) ïîçâîëßþò ëåãêî âûœèñëèòü ïðîñòðàíñòâåííûå

õàðàêòåðèñòèêè êîãåðåíòíîãî ñîñòîßíèß. Ïðåæäå âñåãî îœåâèäíî 〈â 〉 = 〈α|â |α〉 = α, à òàêæå
〈â+〉= 〈α|â+|α〉=α∗, îòêóäà

〈x〉=
~

2mω0

√

(〈â 〉+ 〈â+〉) = 2
√

x0Reα, 〈p〉= i
~mω0

2

√

(〈â 〉− 〈â+〉) = 2
√

p0 Imα, (4.31)

à òàêæå
〈

x2
〉

=
~

2mω0

〈

(â + â+)
2
〉

=
~

2mω0

〈

â2 + (â+)2 + 2â+â +1
〉

=

=
2~

mω0
(Reα)

2 +
~

2mω0
= 〈x〉2 +

1

2
x0

2

〈

p2
〉

= − ~mω0

2

〈

(â − â+)
2
〉

=− ~mω0

2

〈

â2 +(â+)2− 2â+â − 1
〉

=

= 2~mω0 (Imα)
2
+

~mω0

2
= 〈p〉2 +

1

2
p0
2

Ñðåäíèå äèñïåðñèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà
〈

(∆x)2
〉

=
〈

x2
〉

−〈x〉2 =
1

2
x0

2

〈

(∆p)2
〉

=
〈

p2
〉

−〈p〉2 =
1

2
p0
2
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ïðåâðàùàþò ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé èç íåðàâåíñòâà â ðàâåíñòâî:

〈

(∆x)2
〉〈

(∆p)2
〉

=
1

4
x0

2p0
2 =

1

4
~

2, (4.32)

Çàìåòèì, œòî ïðîèçâåäåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé â êîãåðåíòíîì ñîñòîßíèè íå çàâèñèò îò α, è
ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíàœåíèå, òàêîå æå êàê è â îñíîâíîì ñîñòîßíèè.

Ñðåäíßß ýíåðãèß â êîãåðåíòíîì ñîñòîßíèè ðàñòåò ñ α:

〈E 〉= ~ω0

(

|α|2 +
1

2

)

(4.33)

Ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèßì äàåòñß ðàçëîæåíèåì êîãåðåíòíîãî ñîñòîßíèß ïî ñòàöèîíàðíûì
ñîñòîßíèßì:

|α〉 = e
− 1

2
|α|2∑

n=0

∞
αn

n!
√ |n〉 (4.34)

wα(n) =
|α|2n

n!
e−|α|2 =

〈n〉n
n!

e−〈n〉

è îïèñûâàåòñß ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà. Äèñïåðñèß
〈

(∆n)
2
〉

= |α|2 = 〈n〉, îäíàêî îòíîñè-

òåëüíûå ôëóêòóàöèè ýíåðãèè óáûâàþò ñ 〈n〉 êàê
〈

(∆n)
2
〉

√

〈n〉 =
1

〈n〉
√ =

1

|α| ≪ 1 ïðè |α|≫ 1 (4.35)

Ðàçëîæåíèå ïî ñòàöèîíàðíûì ñîñòîßíèßì ïîçâîëßåò îïèñàòü ýâîëþöèþ âî âðåìåíè

|α(t)〉 = e
−1

2
|α|2∑

n=0

∞
αne−iEnt/~

n!
√ |n〉=

= e
−1

2
|α|2−i

ω0t

2

∑

n=0

∞ (

αe−iω0t
)n

n!
√ |n〉= e

−i
ω0t

2
∣

∣α→αe−iω0t
〉

(4.36)

Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèß ïî âðåìåíè ñâîäèòñß ê âðàùåíèþ ôàçû ïàðàìåòðà α → αe−iω0t.
Ôàêòèœåñêè ðàññìàòðèâàåìîå ñîñòîßíèå íàçûâàåòñß êîãåðåíòíûì ïîòîìó, œòî îíî ßâëßåòñß
ñîñòîßíèåì ñ îïðåäåëåííîé ôàçîé êîëåáàíèß. Â œàñòíîñòè, ïîäñòàâëßß â (4.31) α(t), ïîëó-
œàåì

〈x(t)〉 = 2
√

x0Reα(t)= 2
√

x0|α|cos(ω0t+ ϕ)

〈p(t)〉 = 2
√

p0 Imα(t) =− 2
√

p0|α|sin(ω0t+ ϕ),

ïîâåäåíèå ñðåäíèõ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ñîâïàäàåò ñ êëàññèœåñêèì. Ïîñêîëüêó äèñ-
ïåðñèè èìïóëüñà è êîîðäèíàòû íå çàâèñßò îò α è, ñîîòâåòñòâåííî, îò âðåìåíè, ðàçìåð âîë-
íîâîãî ïàêåòà íå ìåíßåòñß – â êîãåðåíòíîì ñîñòîßíèè âîëíîâàß ôóíêöèß íå "ðàñïëûâà-
åòñß". Ïî ýòèì ïðèœèíàì êîãåðåíòíûå ñîñòîßíèß ßâëßþòñß íàèáîëåå ïîäõîäßùèì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì äëß îïèñàíèß ïîâåäåíèß ãàðìîíèœåñêîãî îñöèëëßòîðà â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå.Çàäà÷à 4.8. Âûâåñòè ðàçëîæåíèå (4.34).Ðåøåíèå. Çàïèñûâàß |α〉=

∑

n=0
∞

cn|n〉 è ïðèìåíßß (4.29), ïîëóœèì

α|α〉=
∑

n=0

∞
αcn|n〉=

∑

n=1

∞
cn n

√
|n− 1〉

Ïðèðàâíèâàß êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ âåêòîðàõ ñîñòîßíèé, èìååì cn+1 = αcn/ n+ 1
√

îòêóäà

cn= c0α
n/ n!

√
. Îñòàëîñü ëèøü âûœèñëèòü íîðìèðîâêó:

〈α|α〉 = |c0|2
∑

n=0

∞
〈n|(α

∗)nαn

n!
|n〉= |c0|2exp(|α|2)

c0 = e
− 1

2
|α|2
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Ãëàâà 5Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå5.1 Êëàññè÷åñêèé ïðåäåë óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Ñâÿçüñ óðàâíåíèÿìè êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè.
Â êëàññèœåñêîì ïðåäåëå óäîáíî ïðåäñòàâèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ â âèäå

Ψ(rK , t)= |Ψ(rK , t)|e i

~
Θ(rK ,t)

(5.1)

Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äàåò äëß ìîäóëß è ôàçû

∂Θ

∂t
+

(

∇K Θ
)2

2m
+U(rK , t) +

~
2

2m

1

|Ψ| ∇
2|Ψ|= 0 (5.2)

∂ |Ψ|2
∂t

+ div(|Ψ|2∇
K Θ

m
)= 0 (5.3)

Ïåðâîå óðàâíåíèå îïðåäåëßåò çàâèñèìîñòü ôàçû îò âðåìåíè, âòîðîå – óðàâíåíèå íåïðåðûâ-íîñòè – âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèß âåðîßòíîñòè.
Â êëàññèœåñêîì ïðåäåëå ~ = 0 ôàçà ïåðåõîäèò â êëàññèœåñêîå äåéñòâèå: Θ(rK , t)→ S(rK , t),

à óðàâíåíèå äëß íåå - â óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè:

∂S

∂t
+

(

∇K S)2
2m

+U(rK , t)=0

ïðèœåì

∇K S= pK , − ∂S

∂t
=H

Óñëîâèå ìàëîñòè îòáðîøåííîãî œëåíà òðåáóåò œòîáû äëèíà âîëíû λ = ~/p áûëà ìàëà ïî
ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì çàäàœè l: λ≪ l. Àíàëîãèœíîå òðåáîâàíèå íàêëàäûâà-
åòñß â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðèœåñêîé îïòèêè, ãäå, êàê èçâåñòíî, ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí íàïî-
ìèíàåò ðàñïðîñòðàíåíèå œàñòèö.

Â ñëóœàå ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîßíèé çàâèñèìîñòü ôàçû îò âðåìåíè ñòàíîâèòñß òðèâè-
àëüíîé

Θ(rK , t)= Θ(rK )−Et

è ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèß äëß ìîäóëß è ôàçû óïðîùàþòñß:
(

∇K Θ
)2

2m
+U(rK , t)+

~
2

2m

1

|Ψ| ∇
2|Ψ|=E

div(|Ψ|2∇
K Θ

m
) =0

Â îïòèêå ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ â ñðåäå ìîíîõðîìàòèœåñêîãî èçëóœåíèß; â
êëàññèœåñêîì ïðåäåëå ôàçà Θ(rK ) ïåðåõîäèò â ò.í. "óêîðîœåííîå" äåéñòâèå S(rK ), çàâèñßùåå
ëèøü îò êîîðäèíàò.5.2 Ïðèáëèæåíèå ÂÊÁ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé.
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Äëß ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîßíèé Âåíòöåëåì, Êðàìåðñîì è Áðèëëþýíîì áûëî ðàçâèòî
ýôôåêòèâíîå ïðèáëèæåíèå äëß îïèñàíèß êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ â êâàçèêëàññèœåñêîì ïðå-
äåëå â îäíîìåðíîì ñëóœàå. Çàïèøåì (5.2),(5.3) â âèäå

(

dΘ

dx

)2

− ~
2 1

|Ψ|
d2|Ψ|
dx2

=2m[E −U(x)] = p2(x), (5.4)

d

dx

(

|Ψ|2 dΘ

dx

)

= 0 (5.5)

Êâàçèêëàññèœåñêîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé âäàëè îò êëàññèœåñêèõ òîœåê ïîâîðîòà
(p2(x)> 0 â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè x) èìååò âèä

1

p(x)
√ e

± i

~

∫ x
p(x′)dx′

(5.6)

Ïåðâîå óðàâíåíèå îïðåäåëßåò çàâèñèìîñòü ôàçû îò êîîðäèíàò, âòîðîå - ïðåäýêñïîíåíöè-
àëüíûé ìíîæèòåëü. Â ïåðâîì óðàâíåíèè ìû ïðåíåáðåãëè ñëàãàåìûì O(~2), œòî îãðàíèœè-
âàåò ïðèìåíèìîñòü ðåøåíèß (5.6) óñëîâèåì

~
2 1

|Ψ|
d2|Ψ|
dx2

≪ p2(x), |Ψ|= 1

p(x)
√ � ~

∣

∣

∣

∣

d

dx

1

p(x)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

dλ

dx

∣

∣

∣

∣

≪ 1 (5.7)

ò.å. èçìåíåíèå äëèíû âîëíû ∆λ íà ðàññòîßíèßõ ïîðßäêà äëèíû âîëíû λ äîëæíî áûòü
ìàëî.

Â îáùåì ñëóœàå ðàñïðîñòðàíåíèå êâàçèêëàññèœåñêîé œàñòèöû îïèñûâàåòñß ñóïåðïîçè-
öèåé ðåøåíèé (5.6), ñîñòàâëßþùèõ âîëíîâîé ïàêåò

Ψ(x, t)=

∫

dEf(E −E0)
1

p(x)
√ e

i

~

∫ x
p(x′)dx′

e
− i

~
Et

Ôóíêöèß ïðîôèëß f(E − E0) - ìåäëåííî ìåíßþùàßñß, òîãäà êàê ñîñòàâëßþùèå ïðåäñòàâ-
ëßþò ñîáîé áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè è ãàñßò äðóã äðóãà çà èñêëþœåíèåì îêðåñò-
íîñòè òîœêè – öåíòðà ïàêåòà, ãäå ôàçà ñòàöèîíàðíà:

d

dE

(

i

~

∫ x

p(x′)dx′−Et

)

=0

îòêóäà âèäíî, œòî öåíòð ïàêåòà äâèæåòñß ïî êëàññèœåñêîé òðàåêòîðèè

t=
m

2

√

∫

dx

E −U(x)
√5.3 ÂÊÁ-ðåøåíèÿ ïðè íàëè÷èè êëàññè÷åñêèõ òî÷åê ïîâî-ðîòà.

Â êëàññèœåñêè íåäîñòóïíûõ îáëàñòßõ (p2(x)< 0) àìïëèòóäà âîëíîâîé ôóíêöèè áûñòðî (ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî) çàòóõàåò, òîãäà êàê ôàçà Θ ïîñòîßííà. Ïîëàãàß Θ =0, èç (5.4) èìååì

d2|Ψ|
dx2

− κ2(x)

~2 |Ψ|=0, κ2(x)≡− p2(x).

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß, âêëþœàþùåå ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðßäêà ïî ~:

1

κ(x)
√ e

± 1

~

∫ x
κ(x′)dx′

ñ óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè, àíàëîãèœíûì (5.7):

~

∣

∣

∣

∣

d

dx

1

κ(x)

∣

∣

∣

∣

≪ 1 (5.8)

32 Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå



Îáùåå ðåøåíèå âåäåò ñåáß êàê

Ψ(x)=
A

p(x)
√ e

i

~

∫ x
p(x′)dx′

+
B

p(x)
√ e

− i

~

∫ x
p(x′)dx′

(5.9)

â êëàññèœåñêè äîñòóïíîé îáëàñòè (p2(x)> 0), è

Ψ(x)=
C

κ(x)
√ e

1

~

∫ x
κ(x′)dx′

+
D

κ(x)
√ e

− 1

~

∫ x
κ(x′)dx′

(5.10)

â êëàññèœåñêè íåäîñòóïíîé îáëàñòè (p2(x) < 0). Ëåãêî âèäåòü, œòî âáëèçè êëàññèœåñêîé
òîœêè ïîâîðîòà p2(x) = 0 ýòî ðåøåíèå íåïðèìåíèìî, ò.ê. îáðàùàåòñß â áåñêîíåœíîñòü ñ
îäíîâðåìåííûì íàðóøåíèåì óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè (5.7) è (5.8). Òåì ñàìûì, ïðßìàß
ñøèâêà ðåøåíèé (5.9) è (5.10), ïîäðàçóìåâàþùàß íåïðåðûâíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè è åå
ïðîèçâîäíîé, íåâîçìîæíà.

Ôàêòèœåñêè íàøåé çàäàœåé ßâëßåòñß íàéòè ñâßçü ìåæäó ïàðîé êîýôôèöèåíòîâ A, B â
êëàññèœåñêè äîñòóïíîé îáëàñòè ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðîé C, D â êëàññèœåñêè íåäîñòóïíîé
îáëàñòè. Íàì äîñòàòîœíî ïîëóœèòü äâà ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîîòíîøåíèß, ñâßçû-
âàþùèõ ýòè ïàðû.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, œòî íàðóøåíèå óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè (5.7) è (5.8) ñâßçàíî èìåííî ñ
îáðàùåíèåì èìïóëüñà p(x) â íóëü: p(x)|x=a = 0. Ïîýòîìó, åñëè U(x) âáëèçè òîœêè ïîâîðîòà
x = a íå èìååò îñîáåííîñòåé, òî ìîæíî ïîïûòàòüñß îáîéòè ýòó òîœêó, âûõîäß â êîì-ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü êîîðäèíàòû x.

Áóäåì äëß îïðåäåëåííîñòè ñœèòàòü, œòî êëàññèœåñêè äîñòóïíàß îáëàñòü ðàñïîëàãàåòñß
ñëåâà îò òîœêè ïîâîðîòà: p2(x) > 0 ïðè x < a, à êëàññèœåñêè íåäîñòóïíàß, ñîîòâåòñòâåííî,
ñïðàâà: p2(x)< 0 ïðè x>a.

Ðàññìîòðèì ñëóœàé C = 0, D � 0 è ïîïûòàåìñß îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå A è B, ïðî-
äîëæàß àíàëèòèœåñêè ôóíêöèþ

Ψ(x)=
D

κ(x)
√ e

− 1

~

∫ x
κ(x′)dx′

(5.11)

â êëàññèœåñêè äîñòóïíóþ îáëàñòü.

Âáëèçè òîœêè ïîâîðîòà ïîòåíöèàë U(x) ìîæíî ïðèáëèæåííî ñœèòàòü ëèíåéíûì:

U(x)≃U(a)+U ′(a)(x− a) =E +U ′(a)(x− a),

ò.ê. â òîœêå ïîâîðîòà U(a) =E. Ïðè ýòîì

κ(x)≃ (U ′(a))1/2
((x− a))

1/2 = (U ′(a))1/2 ρ1/2e
i
1

2
ϕ
,

ãäå (x− a)≡ ρeiϕ. Ñîîòâåòñòâåííî,

∫ x
κ(x′)dx′= const+

∫

a

x
κ(x′)dx′= const+ e

i
3

2
ϕ
∫

0

ρ
κ(ρ′)dρ′

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè (5.11) ïðè îáõîäå ïðîòèâ œàñîâîé ñòðåëêè â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè. Ïðè ϕ = π/3 ôóíêöèß èç ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùåé ïðåâðàòèòñß â îñöèëëè-
ðóþùóþ, çàòåì ïðè ϕ = 2π/3 â ýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøóþ, à ïðè ϕ = π ñíîâà â îñöèëëèðó-
þùóþ

Ψ(x= a− ρ) =
De−iπ/4

|κ(x)|
√ e

− i

~

∫ ρ
κ(ρ′)dρ′

=
D

p(x)
√ e

− i

~

∫ x
p(x′)dx′−iπ/4

Àíàëîãèœíî, îáõîäß òîœêó ïîâîðîòà â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, ïîëóœèì

Ψ(x= a− ρ)=
Deiπ/4

|κ(x)|
√ e

i

~

∫ ρ
κ(ρ′)dρ′

=
D

p(x)
√ e

i

~

∫ x
p(x′)dx′+iπ/4

5.3 ÂÊÁ-ðåøåíèÿ ïðè íàëè÷èè êëàññè÷åñêèõ òî÷åê ïîâîðîòà. 33



Íàëèœèå äâóõ ðàçëèœíûõ îòâåòîâ îáúßñíßåòñß òåì, œòî ïðè êàæäîì âàðèàíòå îáõîäà ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå ñëàãàåìîå ñòàíîâèòñß ýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøèì, è íà åãî ôîíå ýêñïîíåíöè-
àëüíî ìàëûé âêëàä âûõîäèò èç ïîä êîíòðîëß. Ôàêòèœåñêè êàæäûé èç âàðèàíòîâ îáõîäà
äàåò ëèøü ïîëîâèíó âêëàäà, è ïîëíûé îòâåò åñòü èõ ñóììà. Îêîíœàòåëüíî ñîîòâåòñòâèå
ðåøåíèé â äâóõ îáëàñòßõ âûãëßäèò êàê

Ψ(x) =























D

p(x)
√ cos(

1

~

∫

a

x

p(x′)dx′+π/4) x<a

D

κ(x)
√ e

− 1

~

∫

a

x
κ(x′)dx′

x>a

(5.12)

Â ñëóœàå, êîãäà êëàññèœåñêè íåäîñòóïíàß îáëàñòü íàõîäèòñß ñëåâà îò òîœêè ïîâîðîòà x = b,
à êëàññèœåñêè äîñòóïíàß ñïðàâà, ñîîòâåòñòâèå ðåøåíèé ïîëóœàåòñß àíàëîãèœíûì îáðàçîì

Ψ(x)=























D

p(x)
√ cos(

1

~

∫

b

x

p(x′)dx′−π/4) x> b

D

κ(x)
√ e

− 1

~

∫

x

b
κ(x′)dx′

x< b

(5.13)

Íàêîíåö, ñëåäóåò óïîìßíóòü ñëóœàé, êîãäà â òîœêå ïîâîðîòà ïîòåíöèàë ñêàœêîì îáðàùàåòñß
â áåñêîíåœíîñòü ñëåâà:

Ψ(x)=











0 x<a,U(x)=∞
A

p(x)
√ sin

(

1

~

∫

a

x

p(x′)dx′
)

x>a,U(x)<E

èëè ñïðàâà

Ψ(x)=











0 x>a,U(x)=∞
A

p(x)
√ sin

(

1

~

∫

x

a

p(x′)dx′
)

x<a,U(x)<E5.4 Äâèæåíèå â êâàçèêëàññè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå èïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå â êâàçèêëàññèœåñêîé ïîòåíöèàëüíîé ßìå ñ êëàññèœåñêèìè òîœêàìè
ïîâîðîòà a > b. Ïîòðåáîâàâ, œòîáû âîëíîâàß ôóíêöèß (5.12) è (5.13) â êëàññèœåñêè
äîñòóïíîé îáëàñòè ñîâïàäàëà, ïîëóœèì óñëîâèå êâàíòîâàíèß Áîðà-Çîììåðôåëüäà:

1

~

∫

b

a

p(x)dx=(πn+ π/2) � ∮

p(x)dx= 2π~

(

n+
1

2

)

Ôàçîâûé îáúåì, îõâàòûâàåìûé òðàåêòîðèåé, îêàçûâàåòñß ïðîïîðöèîíàëåí íîìåðó êâàíòî-
âîãî ñîñòîßíèß. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êâàçèêëàñèœåñêîé èíòåðïðåòàöèåé, íà êàæäîå êâàíòîâîå
ñîñòîßíèå ïðèõîäèòñß ßœåéêà îáúåìîì (2π~)d, ãäå d – œèñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Îïðåäåëèì ðàññòîßíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâíßìè ïðè n≫ 1:
∮

dx 2m(En+1−U(x))
√

−
∮

dx 2m(En −U(x))
√

= 2π~

Ñœèòàß ðàçíèöó îòíîñèòåëüíî ìàëîé, ðàçëîæèì

∆E

∮

dx
∂

∂En
2m(En −U(x))

√

= ∆E

∮

dx

v(x)
= ∆ET (E)= 2π~

èëè

∆E= 2π~/T (E) = ~ω(E)Çàäà÷à 5.1. Íàéòè êâàçèêëàññèœåñêèå óðîâíè ýíåðãèè äëß œàñòèöû â ïîòåíöèàëå U(x)=α|x|.
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Çàäà÷à 5.2. Íàéòè êâàçèêëàññèœåñêèå óðîâíè ýíåðãèè äëß œàñòèöû â ïîòåíöèàëå:

U(x)=

{

∞, x60
αx, x> 0Çàäà÷à 5.3. Íàéòè êâàçèêëàññèœåñêèå óðîâíè ýíåðãèè äëß œàñòèöû â ïîòåíöèàëå U(x)=− e2/|x|.Çàäà÷à 5.4. Ïîëüçóßñü êâàçèêëàññèœåñêèì ïðèáëèæåíèåì, íàéòè êîîðäèíàòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîò-

íîñòè âåðîßòíîñòè wn(x) äëß ñèëüíîâîçáóæäåííîãî (n≫ 1) ãàðìîíèœåñêîãî îñöèëëßòîðà.5.5 Ïðîõîæäåíèå ÷åðåç êâàçèêëàññè÷åñêèé ïîòåíöè-àëüíûé áàðüåð.
Ðàññìîòðèì ïàäåíèå êâàíòîâîé œàñòèöû íà ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð (Ðèñ. 5.1). Êàê ìû óæå
çíàåì, êâàíòîâàß œàñòèöà ñïîñîáíà ïðîíèêàòü è â îáëàñòü, êëàññèœåñêè íåäîñòóïíóþ –
ïðàâäà, òàì åå âîëíîâàß ôóíêöèß ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò, êàê

ψ(x)∝ e
− 1

~

∫

a

x|p(x′)|dx′

Ðèñóíîê 5.1. Òóííåëèðîâàíèå œàñòèöû ñêâîçü ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð.

Åñëè êëàññèœåñêè íåäîñòóïíàß îáëàñòü – ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð – èìååò êîíåœíóþ
äëèíó: a < x < b, òî çà ýòèì áàðüåðîì íàœíåòñß ðàñïðîñòðàíåíèå àìïëèòóäû âåðîßòíîñòè
óæå áåç ýêïîíåíöèàëüíîãî çàòóõàíèß. Îòíîøåíèå àìïëèòóäû ïðîøåäøåé ê àìïëèòóäå

ïàäàþùåé âîëíû äàåòñß ýêñïîíåíöèàëüíûì ôàêòîðîì exp
{

− 1

~

∫

a

b |p(x)|dx
}

, à âåðîßòíîñòü

òóííåëüíîãî ïåðåõîäà – ïðîíèöàåìîñòü áàðüåðà – äàåòñß êâàäðàòîì îòíîøåíèß ýòèõ
àìïëèòóä:

D= exp

{

− 2

~

∫

a

b

|p(x)|dx
}

(5.14)Çàäà÷à 5.5. Âûœèñëèòü ïëîòíîñòü òîêà õîëîäíîé ýìèññèè ýëåêòðîíîâ èç ìåòàëëà.

Ðèñóíîê 5.2.Ðåøåíèå. Ïîòåíöèàë âíóòðè ìåòàëëà U(x) = 0, x < 0, âíå ìåòàëëà U(x) = U0 − eEx, ãäå U0 – ðàáîòà

âûõîäà, E – ïðèëîæåííîå ýëåêòðèœåñêîå ïîëå (∼ 106 â/ñì), e – çàðßä ýëåêòðîíà. Êîýôôèöèåíò ïðîíèöà-

åìîñòè áàðüåðà, âûœèñëåííûé ïî ôîðìóëå (5.14), ðàâåí

D= exp

{

− 4
3

2m
√

~

(U0−E)3/2

eE

}

5.5 Ïðîõîæäåíèå ÷åðåç êâàçèêëàññè÷åñêèé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð. 35



Ïîòîê ýëåêòðîíîâ, íàëåòàþùèõ íà áàðüåð, j0 = n〈v〉 ∼ n 2mE
√

, n – ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå,

îòêóäà ïëîòíîñòü òîêà õîëîäíîé ýìèññèè j= j0D∼n 2mE
√

exp

{

− 4

3

2m
√

~

(U0 −E)3/2

eE

}

.5.6 Êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñëóœàé, êîãäà îáëàñòü ôèíèòíîãî äâèæåíèß îòäåëåíà îò îñòàëüíîé œàñòè ïðî-
ñòðàíñòâà ïîòåíöèàëüíûì áàðüåðîì êîíåœíîé ïðîíèöàåìîñòè

Ðèñóíîê 5.3.
Â îòñóòñòâèè êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ äâèæåíèå â îáëàñòè a<x< b áûëî áû ñòàöèîíàðíûì,

œàñòèöà îñòàâàëàñü áû âíóòðè ýòîé îáëàñòè áåñêîíåœíîå âðåìß. Â êâàíòîâîì ñëóœàå ïðè
êàæäîì îòðàæåíèè îò áàðüåðà (òîœêè ïîâîðîòà b) ñóùåñòâóåò ìàëàß, íî êîíåœíàß âåðîßò-
íîñòü D ïðîõîæäåíèß œåðåç áàðüåð

D= exp

{

− 2

~

∫

b

c

|p(x)|dx
}

ïîýòîìó âåðîßòíîñòü íàéòè œàñòèöó â îáëàñòè a < x < b áóäåò ñî âðåìåíåì óìåíüøàòüñß, ñî
ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé âåðîßòíîñòè D òóííåëüíîãî ïåðåõîäà è ñðåäíåìó œèñëó
ïîïûòîê òàêîãî ïåðåõîäà 〈ν 〉∼w/T 5.1:

dw

dt
=−D〈ν 〉∼− D

T
w

Óœèòûâàß, œòî êîýôôèöèåíò
D

T
íå çàâèñèò îò âðåìåíè, â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèß ïîëó-

œàåì ýêïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïàäà êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîßíèß

w(t)=w(0)e−Γt,

ãäå Γ =
D

T
– íàçûâàåòñß øèðèíîé êâàçèñòàöèîíàðíîãî (ñâßçàííîãî) ñîñòîßíèß. Ïåðèîä ïîëó-

ðàñïàäà îïðåäåëßåòñß êàê ln2/Γ, à âðåìß æèçíè τ = 1/Γ. Ïîñêîëüêó âåðîßòíîñòü íàõî-
æäåíèß œàñòèöû âíóòðè ßìû ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ìîäóëß âîëíîâîé ôóíêöèè, çàâè-
ñèìîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè îò âðåìåíè

Ψ(r, t) =Ψ(r)e
− i

~
E0t− ~

2
Γt

= Ψ(r)e
− i

~
Ẽt

ãäå Ẽ =E0-i
~

2
Γ – "êîìïëåêñíàß" ýíåðãèß êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîßíèß. Ðàçëàãàß Ψ(r, t) ïî

ñîñòîßíèßì ñ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé

φ(E)=

∫

0

∞
dte

− i

~
(Ẽ−E )t

=
~

i((E0−E)− i
~

2
Γ)

5.1. Ñðåäíåå œèñëî ïîïûòîê âûõîäà ïðîïîðöèîíàëüíî âåðîßòíîñòè w íàõîæäåíèß œàñòèöû âíóòðè ßìû
è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ïåðèîäó ôèíèòíîãî äâèæåíèß T .
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ïîëóœèì ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèßì

w(E)∝ |φ(E)|2→ 1

π

~

2
Γ

(E0−E)2 +
~
2

4
Γ2

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãåòèœåñêàß (ïîëó)øèðèíà êâàçèñòàöèîíàðíîãî óðîâíß ∆E =
1

2
~Γ. Íåò-

ðóäíî óâèäåòü, œòî äëß ïðîèçâåäåíèß ∆E è τ âûïîëíßåòñß ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé

∆E · τ =
~

2

5.6 Êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ. 37





Ãëàâà 6Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå.6.1 Çàäà÷à äâóõ òåë: ñâåäåíèå ê çàäà÷å î äâèæåíèè÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëß ñèñòåìû äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ œàñòèö

ĤΨ(rK1, rK2) =EΨ(rK1, rK2),

ãäå ãàìèëüòîíèàí ñîäåðæèò ïîòåíöèàë, çàâèñßùèé ëèøü îò ðàññòîßíèß ìåæäó œàñòèöàìè:

Ĥ =− ~
2

2m1
∇1

2− ~
2

2m2
∇2

2 +U(|rK1− rK2|) (6.1)

Ïåðåõîä ê îòíîñèòåëüíûì êîîðäèíàòàì rK = rK1 − rK2 è êîîðäèíàòàì öåíòðà ìàññ RK =
m1rK1 + m2rK2

m1 + m2
ïðåâðàùàåò ãàìèëüòîíèàí â ñóììó äâóõ íåçàâèñèìûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, êàæäûé

èç êîòîðûõ äåéñòâóåò òîëüêî íà ñâîè ïåðåìåííûå:

Ĥ =− ~
2

2M
∇R

2 +

{

− ~
2

2µ
∇r

2 +U(r)

}

(6.2)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îòâåœàåò ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ öåíòðà ìàññ M = m1 + m2, à âòîðîå, â
ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ãàìèëüòîíèàí œàñòèöû ñ "ïðèâåäåííîé" ìàññîé µ =

m1m2

m1 + m2
, îïèñûâàþùèé îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå œàñòèö â öåíòðàëüíîì ïîëå. Âîëíîâàß

ôóíêöèß â òàêîì ñëóœàå ðàñïàäàåòñß íà ïðîèçâåäåíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé:

Ψ(RK , rK )= φ(RK ) · ψ(rK ),

à óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ðàñïàäàåòñß íà äâà:

− ~
2

2M
∇R

2 φ(RK )=E1φ(RK )
{

− ~
2

2µ
∇r

2 +U(r)

}

ψ(rK )=E2ψ(rK ) (6.3)

E=E1 +E2

Ïåðâîå îïèñûâàåò ñâîáîäíîå äâèæåíèå öåíòðà ìàññ, à âòîðîå - äâèæåíèå œàñòèöû ñ ïðèâå-
äåííîé ìàññîé m â öåíòðàëüíîì ïîëå U(r).6.2 Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â öåíòðàëüíîì ïîëå.
Ñ óœåòîì ñôåðèœåñêîé ñèììåòðèè ïîòåíöèàëà óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â öåíòðàëüíîì ïîëå
óäîáíî çàïèñàòü â ñôåðèœåñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ïðè ýòîì îïåðàòîð êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè
ðàñïàäàåòñß íà ðàäèàëüíóþ è óãëîâóþ œàñòü:

− ~
2

2µ
∇K 2

=− ~
2

2µ

[

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

+
1

r2sinθ

{

∂

∂θ

(

sinθ
∂

∂θ

)

+
1

sinθ

∂2

∂ϕ2

}]

(6.4)
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Îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòà êîëèœåñòâà äâèæåíèß (íàçûâàåìûé òàêæå îïåðàòîðîì óãëîâîãîìîìåíòà) â ñôåðèœåñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò âèä

LK̂ 2
=− 1

sinθ

{

∂

∂θ

(

sinθ
∂

∂θ

)

+
1

sinθ

∂2

∂ϕ2

}

(6.5)

è ãàìèëüòîíèàí â ñôåðèœåñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðèîáðåòàåò âèä

Ĥ =− ~
2

2µ

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

+
~

2

2µr2
LK̂ 2

(6.6)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð LK̂ 2
ñîäåðæèò îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèß òîëüêî ïî óãëîâûì ïåðå-

ìåííûì θ, ϕ, åãî êîììóòàòîð ñ ãàìèëüòîíèàíîì ðàâåí íóëþ:
[

LK̂ 2
, Ĥ
]

= 0,

ò.å. óãëîâîé ìîìåíò ßâëßåòñß èíòåãðàëîì äâèæåíèß, ò.å. îí ñîõðàíßåòñß, œòî îœåâèäíî â
ñèëó ñôåðèœåñêîé ñèììåòðèè ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, ýòî îçíàœàåò, œòî ñòàöèîíàðíûå ñîñòî-
ßíèß ìîãóò áûòü âûáðàíû è êàê ñîáñòâåííûå ñîñòîßíèß îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà.6.3 Ñâîéñòâà îïåðàòîðà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ(óãëîâîãî ìîìåíòà).
Íåïîñðåäñòâåííûì âûœèñëåíèåì ëåãêî óáåäèòüñß, œòî îïåðàòîðû óãëîâîãî ìîìåíòà óäîâëå-
òâîðßþò ñëåäóþùèì ïåðåñòàíîâîœíûì ñîîòíîøåíèßì:

[

L̂x, L̂y

]

= iL̂z;
[

L̂y, L̂z

]

= iL̂x;
[

L̂z, L̂x

]

= iL̂y; èëè
[

L̂i, L̂j

]

= iεijk L̂k (6.7)

òîãäà êàê êàæäàß èç êîìïîíåíò êîììóòèðóåò ñ êâàäðàòîì âåêòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà.
[

L̂i, LK̂ 2
]

= 0 (6.8)

Ôàêòèœåñêè ýòè ñîîòíîøåíèß îçíîœàþò, œòî îäíîâðåìåííî èçìåðèìû êâàäðàò âåêòîðà óãëî-
âîãî ìîìåíòà è îäíà (ëþáàß) èç åãî êîìïîíåíò. Îáûœíî âûáèðàþò áàçèñ ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé ñ îïðåäåëåííûì çíàœåíèåì îïåðàòîðà êâàäðàòà ïîëíîãî ìîìåíòà LK̂ 2
è îïåðàòîðà

L̂z – åãî ïðîåêöèè íà îñü z:

LK̂ 2
Ylm(θ, ϕ)= l(l+ 1)Ylm(θ, ϕ), L̂zYlm(θ, ϕ) =mYlm(θ, ϕ) (6.9)

ãäå l,m ïðèíèìàþò ëèøü öåëîœèñëåííûå çíàœåíèß: l= 0, 1, 2,� è m=− l,− (l− 1),� , (l− 1),
l .

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà âûðàæàþòñß œåðåç ïîëèíîìû
Ëåæàíäðà, êàê

Ylm(θ, ϕ)=
2l+ 1

4π

(l− |m|)!
(l+ |m|)!

√

Pl
|m|

(cosθ)eimϕ (6.10)

Íèçøèå ñôåðèœåñêèå ãàðìîíèêè ðàâíû

Y00 =
1

4π
√ ;

Y10 =
3

4π

√

cosθ, Y1,±1 =
3

8π

√

sinθe±iϕ;

Y20 =
5

16π

√

(

3cos2− 1
)

, Y2,±1 =∓ 15

8π

√

sinθ cosθe±iϕ, Y2,±2 =∓ 15

32π

√

sin2θe±2iϕ.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ylm(θ, ϕ) óäîâëåòâîðßþò óñëîâèþ îðòîíîðìèðîâàííîñòè
∫

dΩYlm
∗ (θ, ϕ)Yl′ m′(θ, ϕ)= δll′δmm′ (6.11)
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Ïðè îòðàæåíèè êîîðäèíàò rK → − rK , óãëîâûå ïåðåìåííûå ïðåîáðàçóþòñß êàê ϕ→ π + ϕ, à
θ→π− θ. Œåòíîñòü ñôåðèœåñêèõ ôóíêöèé ðàâíà

Ylm(π− θ, π+ ϕ) = (− 1)lYlm(θ, ϕ) (6.12)

ò.å. çàâèñèò òîëüêî îò l.6.4 Ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà .

Äëß ñîñòîßíèß ñ îïðåäåëåííûì ìîìåíòîì l, m (LK̂ 2
ψ = l(l + 1)ψ è L̂zψ = mψ) çàïèøåì âîë-

íîâóþ ôóíêöèþ ψ(r, θ, ϕ) êàê

ψ(r, θ, ϕ)=R(r)Ylm(θ, ϕ)

Òîãäà óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â öåíòðàëüíîì ïîëå íðèìåò âèä

Ĥψ(r, θ, ϕ) =

{

− ~
2

2µ

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

+
~

2

2µr2
LK̂ 2

+U(r)

}

R(r)Ylm(θ, ϕ)=

=

{

− ~
2

2µ

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

+
~

2l(l+ 1)

2µr2
+U(r)

}

R(r)Ylm(θ, ϕ)=ER(r)Ylm(θ, ϕ)

Ñîêðàùàß â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè îáùèé ìíîæèòåëü Ylm(θ, ϕ), ïîëóœèì óðàâíåíèå Øðå-
äèíãåðà äëß ðàäèàëüíîãî äâèæåíèß

− ~
2

2µ

1

r2
∂

∂r

(

r2
∂R(r)

∂r

)

+Uýôô(r)R(r)=ER(r), (6.13)

ãäå ýôôåêòèâíàß ïîòåíöèàëüíàß ýíåðãèß ðàäèàëüíîãî äâèæåíèß

Uýôô(r)=
~

2l(l+1)

2µr2
+U(r). (6.14)

ñêëàäûâàåòñß èç "öåíòðîáåæíîãî ïîòåíöèàëà" è èñõîäíîãî ïîòåíöèàëà U(r). Ïîäñòàíîâêîé

R(r)=
χ(r)

r
(6.15)

óðàâíåíèå (6.13) ñâîäèòñß ê îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà â ïîòåíöèàëå Uýôô(r):

− ~
2

2µ

∂2χ(r)

∂r2
+Uýôô(r)χ(r) =Eχ(r), (6.16)

Òðåáîâàíèå, œòîáû ðàäèàëüíàß âîëíîâàß ôóíêöèß îñòàâàëàñü êîíåœíîé â òîœêå r = 0,
íàêëàäûâàåò íà χ(r) óñëîâèå

χ(r= 0)= 0. (6.17)

Ôàêòèœåñêè ìû äîëæíû ðåøàòü îäíîìåðíóþ çàäàœó äëß χ(r) â ïîòåíöèàëå

Uýôô(r) =







∞, r6 0;

~
2l(l+1)

2µr2
+U(r), r > 0.

Âàæíî îòìåòèòü, œòî â öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîì ïîëå U(r) óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà íå
çàâèñèò îò ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà m, œòî îçíàœàåò íàëèœèå (2l + 1)-êðàòíîãî âûðî-
æäåíèß: êâàíòîâûå ñîñòîßíèß, îòâåœàþùèå çíàœåíèßì m = − l, − (l − 1), � , 0, � , (l + 1), l,
îïèñûâàþòñß îäíîé è òîé æå ðàäèàëüíîé ôóíêöèåé χ(r) è ñîîòâåòñòâóþùèì åé ñîá-
ñòâåííûì çíàœåíèåì ýíåðãèè E.Çàäà÷à 6.1. Ïóñòü U(r) = − γ/rs. Ïîëüçóßñü ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòåé, îöåíèòü ýíåðãèþ îñíîâ-

íîãî ñîñòîßíèß.Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó öåíòðîáåæíûé ïîòåíöèàë óâåëèœèâàåò ýíåðãèþ ñîñòîßíèß, â îñíîâíîì ñîñòî-

ßíèè l = 0. Ïóñòü ðàçìåð âîëíîâîé ôóíêöèè â îñíîâíîì ñîñòîßíèè 〈∆r〉 ∼ ρ, œòî ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå

äëß ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè 〈U 〉 ∼ − γ/ρs, à äëß êèíåòèœåñêîé 〈K 〉 ∼ ~
2/2µρ2. Â îñíîâíîì ñîñòîßíèè

ïîëíàß ýíåðãèß

〈E 〉= 〈U 〉+ 〈K 〉∼~
2/2µρ2− γ/ρs
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äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíà. Ëåãêî âèäåòü, œòî ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè s < 2, ò.ê. â ñëóœàå s > 2 ýíåðãèß

íåîãðàíèœåíà ñíèçó, è ìû èìååì ïàäåíèå íà öåíòð6.1. Ïðè s< 2 óñëîâèå ìèíèìóìà

d
dρ

(〈U 〉+ 〈K 〉)=−~
2/µρ3 + sγ/ρs+1 =0

äàåò ρ=
(

~
2/sγµ

)1/(2−s)
è îöåíêó äëß ýíåðãèè E=

1

2
ss/(2−s)γ2/(2−s)(µ/~

2
)s/(2−s)

.

Äëß ïîòåíöèàëîâ, ðàñòóùèõ â ïðåäåëå r → 0 ìåäëåííåå œåì r−2, ïîâåäåíèå ðàäèàëüíîé
âîëíîâîé ôóíêöèè â îáëàñòè ìàëûõ r óíèâåðñàëüíî. Â ñàìîì äåëå, ïðè r→ 0 âêëàä öåíòðî-

áåæíîé ýíåðãèè
~
2l(l + 1)

2µr2 â Uýôô(r) ñòàíîâèòñß íàñòîëüêî áîëüøèì, œòî â óðàâíåíèè (6.16)

äîïóñòèìî ïðåíåáðåœü è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U(r), è ýíåðãèåé E:

− ~
2

2µ

∂2χ(r)

∂r2
+

~
2l(l+ 1)

2µr2
χ(r)= 0

Ïîäñòàâëßß â ýòî óðàâíåíèå χ(r) = crα, ïîëóœèì s(s− 1)= l(l+ 1), îòêóäà

χ(r)= c1r
l+1 + c2r

−l

Óñëîâèå (6.17) êîíåœíîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè ïðè r→ 0 òðåáóåò c2 = 0, œòî â ñâîþ îœåðåäü
äàåò, ñ óœåòîì (6.15) äëß âîëíîâîé ôóíêöèè ψ(rK ):

ψ(|rK |→ 0)∝R(r→ 0)∝ χ(r→ 0)

r
∝ rl. (6.18)

Íà áîëüøèõ ðàññòîßíèßõ (r→∞) âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó œàñòèöàìè, êàê ïðàâèëî, èñœåçàåò.
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî âûáðàòü U(r → ∞) = 0. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîâåäåíèå âîëíîâîé
ôóíêöèè ñòàíîâèòñß óíèâåðñàëüíûì è â ýòîì ïðåäåëå. Ïðè E < 0 âîëíîâàß ôóíêöèß îïèñû-
âàåò ñâßçàííîå ñîñòîßíèå äâóõ œàñòèö è äîëæíà çàòóõàòü êàê

ψ(|rK |→∞)∝R(r→∞)∝ χ(r→∞)

r
∝ exp(− κr)/r, κ= 2µ|E |

√

(6.19)

òîãäà êàê ïðè E > 0 îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå œàñòèö ñòàíîâèòñß ñâîáîäíûì:

ψ(|rK |→∞)∝R(r→∞)∝ χ(r→∞)

r
∝ sin(kr− lπ

2
+ δl)/r, k= 2µE

√
(6.20)

ãäå ôàçîâûé ñäâèã δl (ñðàâíè ñ (6.21)) îáóñëîâëåí íàëèœèåì ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèß
U(r).Çàäà÷à 6.2. Íàéòè ðåøåíèå ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèß äëß ñëóœàß ñâîáîäíîãî îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèß

(U(r)≡ 0).Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëß ñâîáîäíîãî ðàäèàëüíîãî äâèæåíèß:

− ~
2

2µ
∂2χ

∂r2
+

~
2l(l+ 1)

2µr2
χ=Eχ

ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ρ= kr, ãäå k= 2mE/~
2

√

, è χ= ρ
√

ϕ(ρ) äàåò óðàâíåíèå Áåññåëß

d2ϕ

dρ2
+

1

ρ

dϕ

dρ
+





1−

(

l+
1

2

)2

ρ2





ϕ= 0.

Íîðìèðîâàííûå ðàäèàëüíûå ôóíêöèè ñâîáîäíîãî äâèæåíèß

Rkl(r) =
k

r

√

Jl+1/2(kr)= (− 1)l
2
π

√

rl

kl

(

d
rdr

)l
sin kr

r
∫

0

∞
r2drRkl(r)Rk ′ l(r)= δ(k− k′)

Íà ìàëûõ ðàññòîßíèßõ Rkl(r→ 0)≈ 2

π

√

k l+1

(2l+ 1)!!
rl, òîãäà êàê íà áîëüøèõ ðàññòîßíèßõ (ñðàâíè ñ (6.20))

Rkl(r→∞)≈ 2

π

√

sin(kr− lπ

2
)

r
(6.21)

6.1. Ñëóœàé s= 2 òðåáóåò îñîáîãî ðàññìîòðåíèß.
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Íà áîëüøèõ ðàññòîßíèßõ ðåøåíèå ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ñõîäßùåéñß è pañõîäßùåéñß ïî

îòíîøåíèþ ê öåíòðó âîëí. Âûáèðàß àñèìïòîòèêó

Rkl
±(r→∞)≈± 1

π

√

exp
{

± (kr− lπ

2
)
}

r
,

ïîëóœèì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèß, âûðàæàåìûå œåðåç ôóíêöèè Ãàíêåëß ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà:

Rkl
±(r)=

k

r

√

Hl+1/2
(1,2)

(kr).
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Ãëàâà 7Òåîðèÿ àòîìîâ è ìîëåêóë.7.1 Àòîì âîäîðîäà.
Àòîì âîäîðîäà ßâëßåòñß ïðîñòåéøåé êâàíòîâîé ñèñòåìîé, ñâîéñòâî êîòîðîé õîðîøî èçó-
œåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî è ïîíßòû òåîðåòèœåñêè. Îí ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñâßçàííîå ñîñòî-
ßíèå äâóõ œàñòèö – ýëåêòðîíà è ïðîòîíà, êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî ñ õîðîøåé òîœíîñòüþ
ñœèòàòü òîœåœíîé, ïðèœåì ìàññà ýëåêòðîíà ïðèìåðíî â 2000 ðàç ìåíüøå ìàññû ïðîòîíà, òàê
œòî ïðîòîí â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñœèòàòü áåñêîíåœíî òßæåëûì.

Ãàìèëüòîíàí ñèñòåìû â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

Ĥ =− pK̂ 2

2m
− e2

r
=− ~

2

2m
∇K 2− e2

r
(7.1)

ãäå m – ïðèâåäåííàß ìàññà (ñ õîðîøåé òîœíîñòüþ ñîâïàäàþùàß ñ ìàññîé ýëåêòðîíà), e –
çàðßä ýëåêòðîíà. Íèæå ìû íàéäåì òîœíîå ðåøåíèå ýòîé çàäàœè – â ñâîå âðåìß ýòà çàäàœà
ßâèëàñü "ïðîáíûì êàìíåì" äëß êâàíòîâîé ìåõàíèêè â ïåðèîä åå ñòàíîâëåíèß.

Íàœíåì ñ ïðîñòåéøåé îöåíêè õàðàêòåðèñòèê àòîìà âîäîðîäà, îñíîâàííîé íà ñîîòíî-
øåíèè íåîïðåäåëåííîñòåé. Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ìîìåíò êîëèœåñòâà äâèæåíèß ðàâåí
íóëþ (l = 0), è ïîëíàß ýíåðãèß ñêëàäûâàåòñß èç êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè ðàäèàëüíîãî äâè-
æåíèß è ïîòåíöèàëüíîé:

E =
p2

2m
− e2

r
.

Èç ñîîòíîøåíèß íåîïðåäåëåííîñòåé p ∼ ~/r, îòêóäà E ∼ ~/2mr2 − e2/r. Óñëîâèå ìèíèìóìà
äàåò äëß ðàäèóñà àòîìà

aB =
~

2

me2
= 5.29 · 10−9 ñì,

è äëß ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîßíèß

E1 =
1

2

me4

~2
− me4

h2
=− 1

2

me4

~2
=− 1

2
α2mc2≈− 13.6 ýâ,

ãäå ââåäåíà ò.í. ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû
α=

e2

~c
≈ 1

137

Ïîñêîëüêó êèíåòèœåñêàß ýíåðãèß
1

2
α2 mc2 =

m

2
(αc)2 =

m

2
v2, îòñþäà

v

c
= α ≈ 1

137
≪ 1, œòî

îçíàœàåò, œòî àòîì âîäîðîäà ñ õîðîøåé òîœíîñòüþ íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ñèñòåìà.

Âåñüìà åñòåñòâåííûì ïðè èçóœåíèè àòîìà ßâëßåòñß ïåðåõîä ê ò.í. àòîìíûì åäèíèöàì,
èëè ê áåçðàçìåðíûì åäèíèöàì äëèíû è ýíåðãèè

ρ=
r

aB
; ε=

E

Ry
,

ãäå Ry =
1

2

me4

~2 ≈ 13.6 ýâ – ïîñòîßííàß Ðèäáåðãà. Òîãäà ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà
(6.16) ïðèìåò âèä

∂2χ

∂ρ2
+

[

ε+
2

ρ
− l(l+ 1)

ρ2

]

χ= 0
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Ñ óœåòîì òîãî, œòî íà ìàëûõ ðàññòîßíèßõ χ ∝ ρl+1 (6.18) è íà áîëüøèõ ðàññòîßíèßõ χ ∝
e−κρ (6.19)(ïðèœåì â íàøèõ áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ κ = |ε|

√

), ðåøåíèå óäîáíî èñêàòü â

âèäå χ= ρl+1e−κρ v(ρ). Ïîäñòàâëßß åãî â óðàâíåíèå, ïîëóœèì

ρv ′′ +2(l+1− κρ)v ′+2[1− κ(l+ 1)]v= 0.

Ïðåäñòàâëßß v(ρ) â âèäå ðßäà v(ρ) =
∑

ckρ
k, ïîëóœèì äëß êîýôôèöèåíòîâ ck ðåêóððåíòíîå

ñîîòíîøåíèå

ck+1 = 2
κ(k+ l+1)− 1

(k+ 1)(k+ 2l+ 2)
ck.

Ïðè áîëüøèõ k≫ l îíî ïåðåõîäèò â ck+1→ [2κ/(k+ 1)] ck, îòêóäà ck∼ (2κ)k/k!. Åñëè ðßä íå
îáðûâàåòñß, òî ïðè ρ→ ∞ òàêîé ðßä ñõîäèòñß ê ôóíêöèè v ∼ e2κρ, è â ðåçóëüòàòå ôóíêöèß
χ(ρ) îêàçûâàåòñß ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåé ïðè ρ → ∞, œòî íåïðèåìëåìî. Œòîáû íà
áîëüøèõ ðàññòîßíèßõ χ(ρ)→ 0, íåîáõîäèìî îáîðâàòü ðßä íà íåêîòîðîì k=nr, œòî ïðèâîäèò
ê óñëîâèþ

κ(nr + l+ 1)= 1; (7.2)

â òàêîì ñëóœàå v(ρ) – ïîëèíîì ñòåïåíè nr, èìåþùèé nr íóëåé. Ðàçðåøàß ýòî óñëîâèå îòíî-

ñèòåëüíî κ= − ε
√

, äëß ýíåðãèè ïîëóœàåì

ε=− 1

n2 (7.3)

ãäå n= (nr + l+ 1) – ãëàâíîå êâàíòîâîå œèñëî, n= 1, 2,� , òîãäà êàê nr = 0, 1, 2,� . Âîëíîâàß
ôóíêöèß èìååò âèä:

ψnlm = Rnl (ρ)Ylm(θ, ϕ) (7.4)

Rnl(ρ) =
2

n2

(n− l− 1)!

[(n+ l)!]3

√

(

2ρ

n

)l

e−ρ/nLn+l
2l+1(2ρ/n) (7.5)

ãäå L
n

m(x) - ïîëèíîì Ëàããåðà.

Îòìåòèì, œòî ýíåðãèß àòîìà âîäîðîäà ε çàâèñèò òîëüêî îò ãëàâíîãî êâàíòîâîãî œèñëà n,
è ñîñòîßíèß ñ ôèêñèðîâàííûì çíàœåíèåì n íî ðàçëèœíûìè l= 0, 1, � , n− 1 îòâåœàþò îäíîé
è òîé æå ýíåðãèè ε. Ïîäœåðêíåì, œòî ýòî âûðîæäåíèå äîïîëíèòåëüíî ê óæå èìåþùåìóñß â
öåíòðàëüíîì ïîòåíöèàëå (2l + 1)-êðàòíîìó âûðîæäåíèþ ïî ïðîåêöèè ìîìåíòà Lz ïðè
êàæäîì ôèêñèðîâàííîì l: m = − l, � , 0, � , l. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå œèñëî âûðîæäåííûõ

ñîñòîßíèé ïðè êàæäîì n ñîñòàâëßåò
∑

l=0
l=n−1 (2l+ 1) =2n2.

Äîïîëíèòåëüíîå âûðîæäåíèå (íàçûâàåìîå òàêæå ñëó÷àéíûì âûðîæäåíèåì) ñâßçàíî ñ
íàëèœèåì â êóëîíîâñêîé çàäàœå äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèè, áîëåå âûñîêîé, œåì ïðîñòî
ñôåðèœåñêàß ñèììåòðèß. Â êëàññèœåñêîì ñëóœàå ýòà ñèììåòðèß ïðîßâëßåòñß â òîì, œòî
ïåðèîä ðàäèàëüíîãî äâèæåíèß ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì äâèæåíèß ïî óãëó, è òðàåêòîðèß
çàìêíóòà (ýëëèïñ) â îòëèœèè îò îáùåãî ñëóœàß, êîãäà ýòè ïåðèîäû íå ñîâïàäàþò, è òðàåê-
òîðèß íå çàìêíóòà.

Äëß ïðèìåðà ïðèâåäåì âîëíîâûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ íèçøèõ ñîñòîßíèé.

1. n= 1. R10 =
2

aB
3

√ e−ρ, Y00(θ, ϕ)=
1

4π
√ , ψ100(ρ, θ, ϕ) =

1

πaB
3

√ e−ρ; (1S)

2. n= 2. R20 =
1

2 2aB
3

√ (2− ρ)e−ρ/2, Y00(θ, ϕ)=
1

4π
√ ,

ψ200(ρ, θ, ϕ)=
1

32πaB
3

√ (2− ρ)e−ρ/2; (2S)

R21 =
1

2 6aB
3

√ ρe−ρ/2, Y10(θ, ϕ)=
3

4π

√

cosθ, Y1±1(θ, ϕ) =
3

8π

√

sinθe±iϕ ,

ψ210(ρ, θ, ϕ)=
1

32πaB
3

√ ρe−ρ/2cosθ; (2P)

ψ21±1(ρ, θ, ϕ) =
1

64πaB
3

√ ρe−ρ/2sinθ e±iϕ; (2P)

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîßòíîñòè äëß êîîðäèíàòû ýëåêòðîíà â àòîìå

dwnlm(r, θ, ϕ)= |ψnlm|2r2drdΩ =Rnl
2 (r)r2dr |Ylm(θ, ϕ)|2dΩ
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à ðàçìåð àòîìà ρ ≈ 1

2|ε| = n2/2. Äðóãèìè ñëîâàìè, àòîì â âîçáóæäåííîì ñîñòîßíèè ñèëüíî

"ðàçäóâàåòñß". Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëßåòñß óãëîâîé œàñòüþ |Ylm(θ, ϕ)|2, çàâèñè-
ìîñòü îò óãëîâ êîòîðîé îïðåäåëßåòñß âåëèœèíîé îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà êîëèœåñòâà äâè-
æåíèß l è åãî ïðîåêöèåé m. Äëß êëàññèôèêàöèè ýëåêòðîííûõ ñîñòîßíèé ñ íèçøèìè l ïðè-
íßòû îáîçíàœåíèß: s (l = 0), p (l = 1), d (l = 2), f (l = 3) è ò.ä. Â ñëóœàå, êîãäà ýëåêòðîí
åäèíñòâåííûé (àòîì âîäîðîäà), îðáèòàëüíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì îðáè-
òàëüíûì ìîìåíòîì àòîìà, äëß îáîçíàœåíèß êîòîðîãî èñïîëüçóþòñß ïðîïèñíûå áóêâû, ñîîò-
âåòñòâåííî S,P,D,F,... Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, ñîñòîßíèå àòîìà âîäîðîäà ñ n = 2 è l = 0
îáîçíàœàåòñß êàê 2S, ñ n= 2 è l=1 îáîçíàœàåòñß êàê 2P, è ò.ï.

Œåòíîñòü ñîñòîßíèé ñ îïðåäåëåííûì l îïðåäåëßåòñß œåòíîñòüþ åãî óãëîâîé œàñòè,
ðàâíîé ( − 1)l. Êàê óæå îòìåœàëîñü âûøå, ñîñòîßíèß ñ îäíèì è òåì æå ãëàâíûì êâàíòîâûì
œèñëîì è ðàçëèœíûìè l = 0, � , n − 1 âûðîæäåíû, ò.å. îòâåœàþò îäíîé è òîé æå ýíåðãèè
("ñëóœàéíîå âûðîæäåíèå", ñì. âûøå). Ñóïåðïîçèöèß òàêèõ ñîñòîßíèé òàêæå ßâëßåòñß ñòà-
öèîíàðíûì ñîñòîßíèåì. Â îòëèœèè îò ñîñòîßíèé ñ îïðåäåëåííûì l òàêîå ñîñòîßíèå óæå íå
èìååò íè îïðåäåëåííîãî çíàœåíèß l, íè îïðåäåëåííîé œåòíîñòè. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì
ñóïåðïîçèöèþ ñèììåòðèœíîãî ñîñòîßíèß 2S è àíòèñèììåòðèœíîãî 2P:

ψ=
1

2
√ [Y00(θ, ϕ)+Y10(θ, ϕ)] =

1

8π
√

[

1 + 3
√

cos(θ)
]

.

Â òî âðåìß êàê êàæäîå èç ýòèõ ñîñòîßíèé ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèœíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
âåðîßòíîñòè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îòðàæåíèß z→− z, èõ ñóïåðïîçèöèß àññèììåòðèœíà, è
îáëàäàåò íåíóëåâûì äèïîëüíûì ìîìåíòîì:

〈dz〉= 〈ψ |ez |ψ〉= r〈0|ez |0〉

〈dz〉 = 〈ψ |ez |ψ〉=

= r{〈0|e cosθ |0〉+ 〈1|e cosθ |1〉+ 〈0|e cosθ |1〉+ 〈1|e cosθ |0〉}=

= 2r〈0|e cosθ |1〉= r

∫

dθ · 2π 1

4π
√ cos θ

3

4π

√

cos θ=
r

3
√7.2 Èçëó÷åíèå àòîìà âîäîðîäà, ôîðìóëà Áàëüìåðà.

Ïåðåõîä èç îäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîßíèß â äðóãîå ñ èçìåíåíèåì ãëàâíîãî êâàíòîâîãî
œèñëà n→n′ ïðèâîäèò ê èñïóñêàíèþ ôîòîíà ñ ýíåðãèåé ~ω=En −En′ è œàñòîòîé:

ω=
me4

2~3

(

1

n′2 −
1

n2

)ôîðìóëà Áàëüìåðà , ïðåäñòàâëßþùåé ñîáîþ ðàçíîñòü äâóõ òåðìîâ Tn − Tn′, îïðåäåëåííûõ
êàê

Tn =
En

~
= 2πRy

1

n2
,

ãäå ïîñòîßííàß Ðèäáåðãà-Ðèòöà Ry îïðåäåëåíà êàê Ry =
me4

4π~3 = 3.27 · 1015ñåê−1. Â ñïåêòðî-
ñêîïèè â çàâèñèìîñòè îò êîíåœíîãî ñîñòîßíèß n′ ñïåêòðàëüíûå ñåðèè èìåþò íàçâàíèß:

n′= 1 – ñåðèß Ëàéìàíà (óëüòðàôèîëåò),
n′= 2 – ñåðèß Áàëüìåðà (âèäèìàß œàñòü ñïåêòðà),
n′= 3 – ñåðèß Ðèòöà-Ïàøåíà (èíôðàêðàñíàß œàñòü).
Ýòè ñåðèè îòíîñßòñß ê ñïåêòðó èçëóœåíèß àòîìîì âîäîðîäà. Â ñëóœàå ìíîãîýëåê-

òðîííûõ àòîìîâ êâàíòîâàß ñèñòåìà çíàœèòåëüíî óñëîæíßåòñß, ò.ê. ïðåâðàùàåòñß â çàäàœó
ìíîãèõ òåë. Â ñëóœàå, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñß ñèëüíîâîçáóæäåííîå ñîñòîßíèå ùåëîœíîãî
àòîìà, êîãäà âíåøíèé ýëåêòðîí íàõîäèòñß äàëåêî ρ∼ n2 ≫ 1 (ñðåäíåå ðàññòîßíèå äî öåíòðà
ìíîãî áîëüøå ðàçìåðà àòîìà), îñòàâøàßñß œàñòü àòîìà èãðàåò ðîëü ßäðà "âîäîðîäîïîäîá-
íîãî" àòîìà, è ýíåðãåòèœåñêèé ñïåêòð ñîñòîßíèé âíåøíåãî ýëåêòðîíà ïðèîáðåòàåò "âîäîðî-
äîïîäîáíûé" âèä:

Enl =− 1

2

me4

~2

1

(n−∆l)2
,
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ãäå ïîïðàâêà íà êîíåœíûé ðàçìåð "ßäðà", âîîáùå ãîâîðß, çàâèñèò îò l, è "ñëóœàéíîå âûðî-
æäåíèå" ñíèìàåòñß.7.3 Êîëåáàíèÿ äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë.
Äðóãîé ïðèìåð êâàíòîâîé ñèñòåìû äâóõ òåë ßâëßåòñß äâóõàòîìíàß ìîëåêóëà. Â îòëèœèè îò
àòîìà âîäîðîäà, ïîòåíöèàëüíàß ýíåðãèß âçàèìîäåéñòâèß â ýòîì ñëóœàå èìååò áîëåå
ñëîæíûé âèä:

Ðèñóíîê 7.1.
Ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âáëèçè ïîëîæåíèß ðàâíîâåñèß

U(r) =U(r0)+
1

2

d2U(r)

dr2

∣

∣

∣

∣

r0

(r− r0)
2
+

1

3!

d3U(r)

dr3

∣

∣

∣

∣

∣

r0

(r− r0)
3
+�

Â ïîëîæåíèè óñòîéœèâîãî ðàâíîâåñèß k ≡ U ′′(r0) > 0. Êâàäðàòèœíîå ñëàãàåìîå äàåò ïîòåí-

öèàë ãàðìîíèœåñêîãî îñöèëëßòîðà ñ œàñòîòîé ω = k/m
√

, à êóáèœåñêîå ñëàãàåìîå ïðèâîäèò
ê àíãàðìîíèœíîñòè êîëåáàíèé, ïðîßâëßþùåéñß â çàâèñèìîñòè œàñòîòû êîëåáàíèé îò àìïëè-
òóäû. Õàðàêòåðíûå œèñëà äëß òèïèœíîãî ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèß äâóõ ìîëåêóë: ãëó-
áèíà ßìû U0∼ 10 ýâ→T ∼ 105 0K, à ðàññòîßíèå ìåæäó óðîâíßìè â íèæíåé œàñòè ñïåêòðà

∆E= ~ω0∼ 0.1 ýâ→T ∼ 103 0K

Ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå T ∼ 300 oK ≪ ∆E êîëåáàíèß îáûœíî "âûìîðîæåíû" - îñöèë-
ëßòîð íàõîäèòñß â îñíîâíîì ñîñòîßíèè, îòâåœàþùåìó "íóëåâûì êîëåáàíèßì" ñ ýíåðãèåé
E= ~ω/2.7.4 Âðàùåíèå äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë.
Ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé âðàùåíèå äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë

Ĥ =
~

2JK̂ 2

2µ

ãäå µ = mr2 – ìîìåíò èíåðöèè ìîëåêóëû (m – ïðèâåäåííàß ìàññà àòîìîâ), r – ðàññòîßíèå
ìåæäó àòîìàìè. Òàê æå, êàê è â ñëóœàå äâèæåíèß â öåíòðàëüíîì ïîëå, ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèß Øðåäèíãåðà ĤΦ = EΦ äàåò Φ = Yjm(θ, ϕ), çäåñü θ, ϕ – óãëû, îïèñûâàþùèå îðèåí-
òàöèþ ðàäèóñ-âåêòîðà rK , ñîåäèíßþùåãî öåíòðû àòîìîâ. Ýíåðãèß âðàùåíèß

Ej =
~

2

2µ
j(j+ 1),
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è ðàññòîßíèå ìåæäó óðîâíßìè ðàñòåò ëèíåéíî ñ j:

∆E=
~

2

µ
j ,

ïðèœåì êàæäûé óðîâåíü (2j+ 1)-êðàòíî âûðîæäåí.
Õàðàêòåðíûå ðàññòîßíèß â íèæíåé œàñòè ñïåêòðà äëß äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë (O2, N2 è

ò.ï.)

∆Ej∼ 10−4 ýâ → 1oK

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàß ýíåðãèß ìîëåêóëû (ïðè çàäàííîì ýëåêòðîííîì ñîñòîßíèè) ñîñòîèò
èç ñóììû êîëåáàòåëüíîé è âðàùàòåëüíîé ýíåðãèè

Eνj = ~ω0(ν+ 1/2)+
~

2

2J
j(j+ 1)7.5 Ñèëû Âàí-äåð-Âààëüñà, ïðîñòàÿ îñöèëëÿòîðíàÿìîäåëü.

Ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå äâóõ àòîìîâ íà ðàññòîßíèßõ, áîëüøèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàç-
ìåðîì àòîìà. Êàæäûé èç àòîìîâ íåéòðàëåí, ïîýòîìó êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó
íèìè îòñóòñòâóåò. Òèïèœíûì ßâëßåòñß òàêæå è îòñóòñòâèå ñðåäíåãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà ó

êàæäîãî èç àòîìîâ:
〈

dK1〉 =
〈

dK2〉 = 0, õîòß ìãíîâåííîå çíàœåíèå äèïîëüíîãî ìîìåíòà

îòëèœíî îò íóëß. Íåíóëåâîé äèïîëüíûé ìîìåíò dK1 ñîçäàåò ïîëå

E1
K (r) =

1

r3

[

3(nKdK1)nK − dK1

]

,

êîòîðîå ïîëßðèçóåò äðóãîé àòîì, è íàâåäåííûé äèïîëüíûé ìîìåíò dK2 âòîðîãî àòîìà âçàè-
ìîäåéñòâóåò ñ äèïîëüíûì ìîìåíòîì ïåðâîãî

U12 =−EK1(r)dK2 =
1

r3

[

dK1dK2− 3(nKdK1)(nK dK2)
]

òàê æå, êàê è â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ðåøåíèå êâàíòîâîìåõàíèœåñêîé çàäàœè äëß âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ â îáùåì ñëóœàå íå ñîâñåì òðèâèàëüíî, ïîýòîìó äëß èëþ-
ñòðàöèè îáñóæäàåìîãî ßâëåíèß âîñïîëüçóåìñß ïðîñòåéøåé òîœíî ðåøàåìîé ìîäåëüþ.

Ðàññìîòðèì äâà îäèíàêîâûõ îäíîìåðíûõ îñöèëëßòîðà, îðèåíòèðîâàííûõ âäîëü îäíîé
ïðßìîé è ñâßçàííûõ ìåæäó ñîáîé ëèíåéíîé ñâßçüþ

U12 =− 2e2

r3
x1x2≡αx1x2.

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû

Ĥ =
p̂1

2

2m
+
p̂2

2

2m
+
mω0

2x1
2

2
+
mω0

2x1
2

2
+αx1x2

ïîñëå ïåðåõîäà ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì

ξ1 =
1

2
√ (x1 + x2)

ξ2 =
1

2
√ (x1− x2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1 =
1

2
√ (ξ1 + ξ2)

x2 =
1

2
√ (ξ1− ξ2)

ðàñïàäàåòñß íà ñóììó äâóõ ãàìèëüòîíèàíîâ îïèñûâàþùèõ äâà íåçàâèñèìûõ îñöèëëßòîðà

Ĥ =
π̂1

2

2m
+
mω1

2ξ1
2

2
+
π̂2

2

2m
+
mω2

2ξ2
2

2

ãäå èìóëüñ π̂i îïðåäåëåí êàê π̂i =− i~
∂

∂xi
, à œàñòîòû

ω1 = ω0
2 +α/m

√

, ω2 = ω0
2−α/m

√

.

7.5 Ñèëû Âàí-äåð-Âààëüñà, ïðîñòàÿ îñöèëëÿòîðíàÿ ìîäåëü. 49



Ýíåðãèß ñèñòåìû

E= ~ω1(n1 +
1

2
) + ~ω2(n2 +

1

2
); n1, n2 =1, 2,�

Â îñíîâíîì ñîñòîßíèè E0 =
1

2
~(ω1 +ω2)< 2× 1

2
~ω0 = ~ω0. Ýíåðãèß âçàèìîäåéñòâèß

∆E=E0− ~ω0≈− α2

8m2ω0
4
~ω0 =− e2~

2m2ω0
3

1

r6
,

(ãäå α/m≪ω0) óáûâàåò êàê r−6 (çàêîí Âàí-äåð-Âààëüñà).
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Ãëàâà 8Ñïèí, îáùèå ïîíÿòèÿ, äâèæåíèå âìàãíèòíîì ïîëå, ñëîæåíèå ìîìåíòîâ.8.1 Äâèæåíèå ÷àñòèöû â ìàãíèòíîì ïîëå, îïûòûØòåðíà-Ãåðëàõà.
Ãàìèëüòîíèàí çàðßæåííîé œàñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

Ĥ =
1

2m

(

pK̂ − e

c
AK )2 + eϕ, (8.1)

èëè,

Ĥ =
pK̂ 2

2m
− e

mc

(

AK pK̂ )+
ie~

2mc
divAK +

e2

2mc2
AK 2

+ eϕ

Â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå

AK =
1

2

[

HK rK ] (8.2)

âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæíî çàïèñàòü êàê

e

c

(

AK pK̂ )=
e

2mc

[

HK rK ]pK̂ =
e

2mc

[

rK pK̂ ]HK = WHK
ãäå W =

e~

2mc

1

~

[

rK pK̂ ]= e

2mc
~LK̂ – ìàãíèòíûé ìîìåíò œàñòèö, è

g=
e

2mc
(8.3)

ãèðîìàãíèòíîå îòíîøåíèå. Ìàãíèòíûé ìîìåíò ïðîïîðöèîíàëåí ìîìåíòó èìïóëüñà LK̂ ; òàê
æå êàê è ïîñëåäíèé, îí êâàíòîâàí: åãî àáñîëþòíîå çíàœåíèå ïðèíèìàeò äèñêðåòíûé íàáîð
çíàœåíèé: W = µB l, êàê è åãî ïðîåêöèß íà ëþáóþ âûäåëåííóþ îñü, â œàñòíîñòè, íà íàïðàâ-

ëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëß8.1 ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíàœåíèß: Wz = µBlz, ñ øàãîì µB =
e~

2mc
=

0.927 · 10−20 ýðã/ýðñòåä, íàçûâàåìûì ìàãíåòîíîì Áîðà.
Ýòîò ôàêò áûë ïîäòâåðæäåí îïûòàìè Øòåðíà è Ãåðëàõà (1921), ãäå èçóœàëîñü ðàññå-

ßíèå íåîäíîðîäíûì ìàãíèòíûì ïîëåì íåéòðàëüíûõ àòîìîâ, íåñóùèõ íåíóëåâîé ìàãíèòíûé
ìîìåíò. Åñëè áû ìàãíèòíûé ìîìåíò ïðèíèìàë áû íåïðåðûâíûå çíàœåíèß, ñîîòâåòñòâó-
þùèé óãîë îòêëîíåíèß íåïðåðûâíî çàïîëíßë áû âåñü äèàïàçîí, òîãäà êàê îïûòå äàë íàáîð
ïîëîñ, œèñëî êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò œèñëó äèñêðåòíûõ çíàœåíèé ìàãíèòíîãî ìîìåíòà.

Äëß îáûœíîãî ìîìåíòà êîëèœåñòâà äâèæåíèß œèñëî äèñêðåòíûõ çíàœåíèé ïðîåêöèè
ðàâíî 2l + 1, ãäå l = 1, 2, � , ò.å. íåœåòíî, è ñîîòâåòñòâåííî, ïîìåùåíèå â ìàãíèòíîå ïîëå
ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ âûðîæäåííûõ 2l + 1 ñîñòîßíèé íà íåœåòíîå œèñëî óðîâíåé,
ðàâíîå 2l+1.

Áûëî îáíàðóæåíî, œòî íåêîòîðûå àòîìíûå ñèñòåìû ïðè ðàññåßíèè äàþò ÷åòíîå œèñëî
ðàñùåïëåííûõ óðîâíåé. Ýòî ßâèëîñü íåîæèäàííîñòüþ, ò.ê. ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó œèñëó
àáñîëþòíîå çíàœåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà l (âûðàæåííîå â åäèíèöàõ ~) äîëæíî áûòü "ïîëó-
öåëûì", â òî âðåìß êàê óñëîâèå êâàíòîâàíèß ìîìåíòà èìïóëüñà òðåáóåò, œòîáû l áûëöåëûì œèñëîì8.2. Ôàêòèœåñêè ýòî îçíàœàåò, œòî â äàííîì ñëóœàå ìû èìååì äåëî ñ ßâëå-
íèåì, íå ñâîäßùèìñß ê ïðîñòîìó âðàùåíèþ œàñòèöû âîêðóã åå îñè: ðåœü èäåò î âíó-òðåííåì ìîìåíòå èìïóëüñà œàñòèöû.

8.1. Îñü z âñåãäà ìîæíî âûáðàòü âäîëü íàïðàâëåíèß ìàãíèòíîãî ïîëß.

8.2. Ïîäœåðêíåì, œòî ïðîåêöèß ìîìåíòà íà âûäåëåííóþ îñü â ýòîì ñëóœàå ïðèíèìàåò ïîëóöåëûå çíà-
œåíèß ñ öåëûì øàãîì (â åäèíèöàõ ~).
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8.2 Ñïèí ýëåêòðîíà.
Íàèìåíüøåå œåòíîå œèñëî ðàñùåïëåííûõ óðîâíåé ðàâíî äâóì îçíàœàåò, œòî àáñîëþòíîå

çíàœåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà ðàâíî s =
1

2
, ñ äâóìß âîçìîæíûìè ïðîåêöèßìè sz = ± 1

2
(â åäè-

íèöàõ ~). Â œàñòíîñòè, ê òàêèì ñèñòåìàì îòíîñßòñß ïîêîßùèéñß ýëåêòðîí, ïðîòîí, íåéòðîí
è ò.ï.

Êâàíòîâîå ñîñòîßíèå îïèñûâàåòñß äâóõêîìïîíåíòíîé àìïëèòóäîé – ñïèíîðîì
ψ=

(

ψ1

ψ2

)

à îïåðàòîð ñïèíà

sK̂ =
1

2
σK

âûðàæàåòñß œåðåç ò.í. ìàòðèöû Ïàóëè:

σK = (σx, σy, σz), σx =

(

0 1
1 0

)

, σy =

(

0 − i

i 0

)

, σz =

(

1 0
0 − 1

)

êîòîðûå âìåñòå ñ åäèíèœíîé ìàòðèöåé I îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð ìàòðèö ðàçìåðà 2 × 2 ñî
ñâîéñòâàìè

{σi, σj}= 2δij − àíòèêîììóòàòèâíîñòü

Tr σi = 0 − "áåññëåäîâîñòü"

σi
+ =σi − ýðìèòîâîñòü

(8.4)

à òàêæå

[σi, σj] = 2iεijkσk

œòî îáåñïåœèâàåò äëß îïåðàòîðà ñïèíà, êàê äëß âñßêîãî îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà, ïðà-
âèëüíûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèß [ŝi, ŝj] = iεijkŝk.

Ñðåäíåå îò îïåðàòîðà ñïèíà ðàâíî

〈si〉= ψ+ŝiψÇàäà÷à 8.1. Èñïîëüçóß ñâîèñòâà ìàòðèö Ïàóëè, ïîêàçàòü, œòî äëß ëþáîé ôóíêöèè f(nKσKx) =
1

2
[f(x) +

f(− x)]I +
1

2
[f(x)− f(− x)](nKσK ), ãäå x – œèñëî, nK – ïðîèçâîëüíûé åäèíèœíûé âåêòîð.

Ïðè âðàùåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã ïðîèçâîëüíîé îñè nK íà óãîë ϕ ñïèíîð òàêæå
ïðåîáðàçóåòñß êàê

ψ ′= exp(
inKσK
2

ϕ)ψ= cos(
ϕ

2
)+ i(nKσK )sin(

ϕ

2
)Çàäà÷à 8.2. Ïóñòü ñïèíîâîå ñîñòîßíèå èìååò âèä ψ =

(

α

β

)

, |α|2 + |β |2 = 1. Êàê áóäåò âûãëßäåòü

ñïèíîð ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã îñè z íà óãîë ϕ?Çàäà÷à 8.3. Ïóñòü ñïèíîâîå ñîñòîßíèå èìååò âèä ψ =

(

1
0

)

; êàê áóäåò âûãëßäåòü ñïèíîð ψ ïðè ïîâî-

ðîòå âîêðóã îñè õ: a)íà óãîë π/2, á)íà óãîë π?Çàäà÷à 8.4. Ïóñòü ñïèíîâîå ñîñòîßíèå èìååò âèä ψ=

(

α

β

)

, |α|2 + |β |2 = 1. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå ïîâî-

ðîòà (îñü nK è óãîë ϕ), â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ñïèíîð ñîñòîßíèß ïðèìåò âèä ψ ′=
(

1
0

)

.

Ñ óœåòîì ñïèíà óðàâíåíèå äâèæåíèß â ýëåêòðèœåñêîì è ìàãíèòíîì ïîëå äëß ýëåêòðîíà
ïðèîáðåòàåò âèä (óðàâíåíèå Ïàóëè):

i~
∂ψ

∂t
=

[

1

2m

(

pK̂ +
e

c
AK )2− eϕ+

e~

2mc
(σKHK )

]

ψ

Çàìåòèì, œòî ïðè îïåðàòîðå ñïèíà ãèðîìàãíèòíûé ôàêòîð â 2 ðàçà áîëüøå, œåì ïðè îïåðà-
òîðå ìîìåíòà

e~

2mc
(σKHK )=

e~

mc
(sK̂HK ) =2µB (sK̂HK )

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñïèíà ïîêîßùåãîñß ýëåêòðîíà â ïîñòîßííîì ìàãíèòíîì ïîëå, íàïðàâ-

ëåííîì âäîëü îñè z: HK ‖z. Â ýòîì ñëóœàå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëß ñïèíà ïðèìåò âèä:

i~
∂ψ

∂t
= µBH σz ψ.
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Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß ψ(t) = exp( − iµBHtσz)ψ(0) ≡ exp( − iσz

2
ϕ(t))ψ(0) îïèñûâàåò âðà-

ùåíèå (ïðåöåññèþ) ñïèíà âîêðóã îñè z: ϕ(t)= Ωt, ãäå œàñòîòà ïðåöåññèè Ω = 2µbH.8.3 Îïåðàòîð ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà.
Ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà äëß ýëåêòðîíà äàåòñß ñóììîé åãî îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà è ñïèíà

JK̂ =LK̂ +SK̂
Îáùåå ïðàâèëî ñëîæåíèß äâóõ ìîìåíòîâ jK1 è jK2 âûãëßäßò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ò.í. âåê-
òîðíàß ìîäåëü):

• Àáñîëþòíîå çíàœåíèå ïîëíîãî ìîìåíòà ïðèíèìàåò îäíî èç çíàœåíèé:

j= j1 + j2, j1 + j2− 1,� , |j1− j2| (8.5)

• Ïðîåêöèß ïîëíîãî ìîìåíòà åñòü ñóììà ïðîåêöèé êàæäîé èç ñîñòàâëßþùèõ:

m=m1 +m2, ïðèœåì − j6m6 j (8.6)

Â œàñòíîñòè, åñëè j1 = l è j2 = s=
1

2
, òî

j= l± 1

2
ïðè l� 0,

j= 1/2 ïðè l=0.

Ñîîòâåòñòâåííî, ñîñòîßíèß àòîìà âîäîðîäà êëàññèôèöèðóþòñß êàê nLj, çàäàíèåì ãëàâíîãî
êâàíòîâîãî œèñëà n, îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà L è ïîëíîãî ìîìåíòà j, íàïðèìåð: 2S1/2,2P3/2,

2P1/2 è ò.ï.8.4 Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ, âîëíîâûå ôóíêöèè.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîßùóþ èç äâóõ ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîäñèñòåì, ñ ìîìåíòîì

èìïóëüñà JK1 è JK2, ñîîòâåòñòâåííî. Â îáùåì ñëóœàå èõ âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê òîìó, œòî

ñîõðàíßåòñß ëèøü ïîëíûé ìîìåíò ñèñòåìû JK = JK1 + JK2. Â êâàíòîâîì ñëóœàå ýòî îçíàœàåò,
œòî ñîáñòâåííîå ñîñòîßíèå ãàìèëüòîíèàíà áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñß àáñîëþòíûì çíàœåíèåì
ïîëíîãî ìîìåíòà j :

JK̂ 2
|j ,m〉= j(j+1)|j ,m〉

è ïðîåêöèåé m ïîëíîãî ìîìåíòà íà îñü êâàíòîâàíèß z:

Jz |j ,m〉= m |j ,m〉
ãäå m= − j , � , 0, � , j. Åñëè âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïîäñèñòåìàìè äîñòàòîœíî ìàëî, ìîæíî
îæèäàòü, œòî ñîõðàíßþòñß àáñîëþòíûå çíàœåíèß ìîìåíòîâ j1 è j2 êàæäîé èç ïîäñèñòåì, íîíå èõ ïðîåêöèè íà îñü z. Â ýòîì ñëóœàå ñîñòîßíèå |j , m〉 ßâëßåòñß ñóïåðïîçèöèåé ñîñòî-
ßíèé ñ ðàçëèœíûìè m1 è m2 (m1 +m2 =m):

|j ,m〉=
∑

m1+m2=m

Cj1m1j2m2

jm |j1,m1〉|j2,m2〉

è ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèß Cj1m1j2m2

jm íàçûâàþòñß êîýôôèöèåíòàìè
Êëåáøà-Æîðäàíà8.4.1 Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà-Æîðäàíà.8.4.1.1 Ïîíèæàþùèå è ïîâûøàþùèå îïåðàòîðû ïðîåêöèè ìîìåíòà j±.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

Ĵ±=
(

Ĵx ± i Ĵy

)

(8.7)
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Èç êîììóòàöèîííîãî ñîîòíîøåíèß äëß ìîìåíòîâ,
[

Ĵi, Ĵk

]

= iεijk Ĵk, ñëåäóåò, œòî

[

Ĵz, Ĵ±
]

=± Ĵ±.

Ïîäåéñòâîâàâ íà ñîñòîßíèå |j ,m〉 îïåðàòîðîì Ĵ± ïîëóœèì íåêîòîðîå íîâîå ñîñòîßíèå

|Ψ±〉= Ĵ±|j ,m〉 (8.8)

Äåéñòâóß îïåðàòîðîì Ĵz, ïîëóœèì

Ĵz |Ψ±〉= ĴzĴ±|j ,m〉= (Ĵ±Ĵz ± Ĵ±)|j ,m〉= (m± 1)|Ψ±〉,

ò.å. ñîñòîßíèå |Ψ±〉 ßâëßåòñß ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà Ĵz, ñ ñîáñòâåííûì çíàœåíèåì

(m ± 1)~. Äðóãèìè ñëîâàìè, îïåðàòîð Ĵ+ ßâëßåòñß ïîâûøàþùèì, à Ĵ− — ïîíèæàþùèì

ïðîåêöèþ ìîìåíòà Ĵz íà 1, ò.å.

Ĵ+|j ,m〉 =
(

Ĵ+

)

m+1,m
|j ,m+ 1〉

Ĵ−|j ,m〉 =
(

Ĵ−
)

m−1,m
|j ,m− 1〉

Âûœèñëåíèå íîðìèðîâêè âåêòîðà |Ψ+〉 äàåò

|
(

Ĵ+

)

m+1,m
|2 = 〈Ψ+|Ψ+〉= 〈j ,m|Ĵ−Ĵ+|j ,m〉= (j −m)(j+m+ 1)

ãäå èñïîëüçîâàíî Ĵ−Ĵ+ =(JK̂ 2
− Ĵz

2− Ĵz). Òåì ñàìûì,

(

Ĵ+

)

m+1,m
≡〈j ,m+ 1|Ĵ+|j ,m〉= (j −m)(j+m+ 1)

√

(8.9)

Àíàëîãèœíî
(

Ĵ−
)

m−1,m
≡〈j ,m− 1|Ĵ−|j ,m〉= (j −m+ 1)(j+m)

√

(8.10)

Îòñþäà, êñòàòè, ñëåäóåò Ĵ+|j , j 〉= 0 è Ĵ−|j ,− j 〉=0.8.4.1.2 Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ j1 = l, è j2 = 1/2.
Íàœíåì ñ ïîñòðîåíèß ñîñòîßíèé ñ ìàêñèìàëüíûì ìîìåíòîì j = l + 1/2. Îœåâèäíî, œòî
ñîñòîßíèå ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîåêöèåé jz åäèíñòâåííî:

|j= l+1/2,m= l+1/2〉= |l, l〉
∣

∣

∣

∣

1

2
,
1

2

〉

Ïîäåéñòâóåì íà ëåâóþ œàñòü ýòîãî ðàâåíñòâà îïåðàòîðîì Ĵ−, à íà ïðàâóþ — ýêâèâà-

ëåíòíûì îïåðàòîðîì l̂−+ ŝ−:

2l+ 1
√

|j= l+1/2,m= l− 1/2〉= 2l
√

|l, l− 1〉
∣

∣

∣

∣

1

2
,
1

2

〉

+ |l, l〉
∣

∣

∣

∣

1

2
,− 1

2

〉

Ïîäåëèâ íà 2l+ 1
√

ïîëóœèì íîðìèðîâàííûé âåêòîð ñîñòîßíèß ñ ïðîåêöèåé íà åäèíèöó
ìåíüøå ìàêñèìàëüíîé

|j= l+1/2,m= l− 1/2〉=
2l

2l+ 1

√

|l, l− 1〉
∣

∣

∣

∣

1

2
,
1

2

〉

+
1

2l+ 1
√ |l, l〉

∣

∣

∣

∣

1

2
, − 1

2

〉

(8.11)

Ïîâòîðßß, ïîñòðîèì âñå ñîñòîßíèß ìóëüòèïëåòà ïîëíîãî ìîìåíòà j = l + 1/2. Êðîìå ýòîãî
ìóëüòèïëåòà, ñóùåñòâóåò åùå ìóëüòèïëåò, îòâåœàþùèé ïîëíîìó ìîìåíòó j = l+ 1/2. Ñîñòî-
ßíèå ýòîãî ìóëüòèïëåòà ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîåêöèåé m= l − 1/2 ñòðîèòñß êàê îðòîãîíàëüíîå
ñîñòîßíèþ (8.11):

|j= l− 1/2,m= l− 1/2〉=
1

2l+ 1
√ |l, l− 1〉

∣

∣

∣

∣

1

2
,
1

2

〉

− 2l

2l+ 1

√

|l, l〉
∣

∣

∣

∣

1

2
,− 1

2

〉

,

à îñòàëüíûå — äåéñòâèåì ïîíèæàþùåãî îïåðàòîðà j− è åãî ýêâèâàëåíòà l−+ s−.
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8.4.1.3 Ñëîæåíèå äâóõ ñïèíîâ j1 =1/2, è j2 =1/2.
Äâà ñïèíà ìîæíî ñëîæèòü â òðèïëåòíîå ñîñòîßíèå j = 1, m = 0, ± 1 è ñèíãëåòíîå ñîñòî-
ßíèå j=0, m= 0. Äëß òðèïëåòíîãî ñîñòîßíèß ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîåêöèåé

|1, 1〉=
∣

∣

∣

∣

1

2
,
1

2

〉
∣

∣

∣

∣

1

2
,
1

2

〉

Äåéñòâóß ïîíèæàþùèì îïåðàòîðîì, ëåãêî ïîëóœèòü

|1, 0〉=
1

2
√

(
∣

∣

∣

∣

1

2
,
1

2

〉
∣

∣

∣

∣

1

2
,− 1

2

〉

+

∣

∣

∣

∣

1

2
,− 1

2

〉
∣

∣

∣

∣

1

2
,
1

2

〉)

, è |1,− 1〉=
∣

∣

∣

∣

1

2
,− 1

2

〉
∣

∣

∣

∣

1

2
,− 1

2

〉

Ñèíãëåòíîå ñîñòîßíèå ñòðîèòñß êàê îðòîãîíàëüíîå ê ñîñòîßíèþ ñ íóëåâîé ïðîåêöèåé:

|0, 0〉=
1

2
√

(
∣

∣

∣

∣

1

2
,
1

2

〉
∣

∣

∣

∣

1

2
,− 1

2

〉

−
∣

∣

∣

∣

1

2
,− 1

2

〉
∣

∣

∣

∣

1

2
,
1

2

〉)

Îòìåòèì, œòî âîëíîâàß ôóíêöèß òðèïëåòíîãî ñîñòîßíèß ñèììåòðè÷íà , òîãäà êàê âîëíîâàß
ôóíêöèß ñèíãëåòíîãî àíòèñèììåòðè÷íà .Çàäà÷à 8.5. Ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ ïîäñèñòåì, êàæäàß èç êîòîðûõ èìååò ìîìåíò èìïóëüñà j = 1.

Íàéòè âîçìîæíûå çíàœåíèß ïîëíîãî ìîìåíòà, âûœèñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû Êëåáøà-

Æîðäàíà.
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Ãëàâà 9Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.
Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí ñîñòîèò èç äâóõ œàñòåé

Ĥ = Ĥ (0) + g V̂ (1) (9.1)

ãäå g V̂ (1) – äîáàâêà ê ãàìèëüòîíèàíó Ĥ (0) íåêîòîðîé òîœíî ðåøàåìîé çàäàœè:

En
(0)
∣

∣

∣
ψn

(0)
〉

= Ĥ (0)
∣

∣

∣
ψn

(0)
〉

, (9.2)

à En
(0) è

∣

∣

∣
ψn

(0)
〉

– ñîáñòâåííûå çíàœåíèß è âåêòîðà ñîñòîßíèß, îòâåœàþùèå íåâîçìóùåííîìó

ãàìèëüòîíèàíó Ĥ (0), ïðèœåì g – âûäåëåííûé ßâíî ìàëûé ïàðàìåòð. Ðåøåíèå òîœíîãî óðàâ-
íåíèß Øðåäèíãåðà

En|ψn〉= Ĥ |ψn〉 (9.3)

ïðè óñëîâèè ìàëîñòè g ≪ 1 äîëæíî áûòü áëèçêî ê ðåøåíèþ òîœíî ðåøàåìîé çàäàœè,
ïîýòîìó åãî óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

|ψn〉=
∑

m

cmn

∣

∣

∣
ψm

(0)
〉

, ãäå cmn =
〈

ψm
(0)
∣

∣

∣
ψn

〉

. (9.4)

à çíàœåíèß ýíåðãèè En è êîýôôèöèåíòû cmn èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèß ïî ìàëîìó ïàðà-
ìåòðó g:

En =En
(0) +En

(1) +En
(2) +� (9.5)

cmn = cmn
(0)

+ cmn
(1)

+ cmn
(2) � (9.6)

ãäå êàæäûé œëåí ðàçëîæåíèß En
(i), cmn

(i) èìååò ïîðßäîê ìàëîñòè O(gi).
Ïîäñòàâëßß â (9.3) ðàçëîæåíèå (9.4) è óìíîæàß ïîëóœàþùååñß óðàâíåíèå ñëåâà íà

âåêòîð ñîñòîßíèß
〈

ψk
(0)
∣

∣

∣
, ïîëóœàåì

Enc kn =
∑

m

cmn

〈

ψk
(0)
∣

∣

∣
Ĥ (0)

∣

∣

∣
ψm

(0)
〉

+ g
∑

m

cmn

〈

ψk
(0)
∣

∣

∣
V
∣

∣

∣
ψm

(0)
〉

=

=
∑

m

cmnEm
(0)
δkm + g

∑

m

cmn

〈

ψk
(0)
∣

∣

∣
V
∣

∣

∣
ψm

(0)
〉

=

= Ek
(0)
ckn + g

∑

m

Vkmcmn,

ãäå ìàòðèœíûé ýëåìåíò îïåðàòîðà âîçìóùåíèß Vkm =
〈

ψk
(0)
∣

∣

∣
V
∣

∣

∣
ψm

(0)
〉

. Îêîíœàòåëüíî, óðàâ-

íåíèå (9.6) çàïèøåì â âèäå:
(

En −Ek
(0)
)

ckn = g
∑

m

Vkmcmn, n= 1, 2,� (9.7)Ïîÿñíåíèå. Íàïîìíèì, œòî íàøà öåëü – ïîèñê ñîáñòâåííûõ ñîñòîßíèé ãàìèëüòîíèàíà Ĥ ( =
Ĥ (0) + g V̂ ), ïîýòîìó cmn≡ (cn)m – êîìïîíåíòû n-ãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà cn â áàçèñå ñîñòî-

ßíèé íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà. Â ýòîì áàçèñå ãàìèëüòîíèàí Hkm = Ek
(0)
δkm + gVkm,

è óðàâíåíèß (9.7) ïðåäñòàâëßþò ñîáîþ, ïî ñóòè, ìàòðèœíîå óðàâíåíèå îïðåäåëßþùåå ñîá-
ñòâåííîå çíàœåíèå En è ñîáñòâåííûé âåêòîð cn ìàòðèöû Hkm: Hcn =Encn.
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Äàëåå ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèß ýòèõ óðàâíåíèé â âèäå ðßäîâ ïî ïàðàìåòðó g äëß ñîá-
ñòâåííûõ çíàœåíèé (9.5) è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (9.6) “âîçìóùåííîãî”
ãàìèëüòîíèàíà Ĥ .9.1 Íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé (En

(0)� Ek
(0) ïðè n� k).

Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå (9.7) ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Â íóëåâîì ïðè-
áëèæåíèè îíî ïðèíèìàåò âèä

(

En −Ek
(0)
)

ckn =0

Â íåâûðîæäåííîì ñëóœàå (En
(0) � Ek

(0)
ïðè n � k) ýòî óðàâíåíèå èìååò îœåâèäíîå åäèí-ñòâåííîå ðåøåíèå

ckn
(0)

= δkn.

Â ïåðâîì, ëèíåéíîì ïî g ïðèáëèæåíèè èìååì ïðè n� k:
(

En −Ek
(0)
)

ckn
(1)

=
(

En
(0)−Ek

(0)
+O(g)

)

ckn
(1)

= g
∑

m

Vkmcmn
(0)

= gVkn, (9.8)

îòêóäà, ñ óœåòîì òîãî, œòî ckn
(1) ∼ O(g), â ëåâîé œàñòè â ðàçíîñòè ýíåðãèé ñëàãàåìîå ïîðßäêà

O(g) â ðàìêàõ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèß äîëæíî áûòü îòáðîøåíî. Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåì,
œòî íåäèàãîíàëüíûå (k � n) ýëåìåíòû âîçìóùåíèß V̂ ïðèâîäßò ê ïîßâëåíèþ ïðèìåñè ñîñòî-

ßíèß
∣

∣

∣
ψk

(0)
〉

ê èñõîäíîìó (íåâîçìóùåííîìó) ñîñòîßíèþ
∣

∣

∣
ψn

(0)
〉

, ñ àìïëèòóäîé

ckn
(1)

=
gVkn

En
(0)−Ek

(0)
, (9.9)

ïðîïîðöèîíàëüíîé ìàòðèœíîìó ýëåìåíòó Vkn. Îòñóòñòâèå òàêîé ïðèìåñè òðåáóåò ðàâåí-
ñòâà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòðèœíîãî ýëåìåíòà Vkn íóëþ.

Ñëóœàé k = n òðåáóåò îñîáîãî ðàññìîòðåíèß. Â ñèëó óñëîâèß íîðìèðîâêè, â ðàìêàõ
ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèß

〈ψn|ψn〉=
∑

k

∣

∣

∣
δkn + ckn

(1)
∣

∣

∣

2
= 1,

îòêóäà
∣

∣

∣
1 + cnn

(1)
∣

∣

∣

2
= 1 − ∑

k�n

∣

∣

∣
ckn
(1)
∣

∣

∣

2
= 1 − O(g2) è â ðàìêàõ äàííîãî ïðèáëèæåíèß ckn

(1)
=

O(g2)≈ 0. Òîãäà óðàâíåíèå (9.7) ïðè k=n ïðèíèìàåò âèä

En
(1) = gVnn, (9.10)

ò.å. ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê ýíåðãèè ðàâíà ñîîòâåòñòâóþùåìó äèàãîíàëüíîìó ìàòðèœíîìó ýëå-

ìåíòó Vnn – ñðåäíåìó ïî íåâîçìóùåííîìó ñîñòîßíèþ
∣

∣

∣
ψn

(0)
〉

îò îïåðàòîðà âîçìóùåíèß V .

Äîâîëüíî œàñòî ïåðâàß ïîïðàâêà îêàçûâàåòñß ðàâíîé íóëþ, ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàñ-
ñìîòðåòü ïîïðàâêó è âòîðîãî ïîðßäêà ïî g. Ðåøåíèå óðàâíåíèß (9.7) âî âòîðîì ïîðßäêå
äàåò

En
(2)

=
∑

k�n

g2|Vkn|2

En
(0)−Ek

(0)
(9.11)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, œòî âòîðàß ïîïðàâêà ê îñíîâíîìó ñîñòîßíèþ âñåãäà îòðèöàòåëüíà, ò.ê.

En
(0)−Ek

(0)
< 0 äëß âñåõ k (n – íàèíèçøåå ñîñòîßíèå). Îêîíœàòåëüíî, âûïèøåì ðåøåíèå

En = En
(0)

+ gVnn +
∑

k�n

g2|Vkn|2

En
(0)−Ek

(0)
+� , (9.12)

ckn = δkn +
gVkn

En
(0)−Ek

(0)
+� (9.13)
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Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ïðåäïîëàãàåò ìàëîñòü ïîïðàâîê, äëß œåãî íåîáõîäèìî

∣

∣

∣

∣

∣

gVkn

En
(0)−Ek

(0)

∣

∣

∣

∣

∣

≪ 1 ïðè k � n (9.14)Çàäà÷à 9.1. Èìååòñß ãàðìîíèœåñêèé îñöèëëßòîð ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω0

2x2

2

ïóñòü âîçìóùåíèå èìååò âèä V̂ = αx. Íàéòè ïîïðàâêè ê âîëíîâûì ôóíêöèßì è óðîâíßì, îáúßñíèòü

ïîëóœåííûé ðåçóëüòàò.Çàäà÷à 9.2. Íàéòè ïîïðàâêè ê äâóì ïåðâûì óðîâíßì ãàðìîíèœåñêîãî îñöèëëßòîðà, âûçâàííûå àíãàð-

ìîíèœåñêèìè äîáàâêàìè ê ïîòåíöèàëó: à) V̂ = βx3; á) V̂ = γx4.Óêàçàíèå: ðåøèòü çàäàœó, èñïîëüçóß îïåðàòîðû âòîðèœíîãî êâàíòîâàíèß (îïåðàòîðû ðîæäåíèß è

óíèœòîæåíèß).9.2 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðè íàëè÷èè âûðîæäåíèÿ.
Íàëèœèå âûðîæäåíèß îçíàœàåò, œòî èìååòñß r îðòîãîíàëüíûõ ñîñòîßíèé

∣

∣

∣
ψs

(0)
〉

(s = n, � ,
n + r − 1) ñ îäèíàêîâîé ýíåðãèåé En

(0) = En+1
(0) = � = En+r−1

(0) ≡ E
(0). Áåç ïîòåðè îáùíîñòè

ìîæíî ïîëîæèòü E(0) = 0. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå íåäèàãîíàëüíûå ìàòðèœíûå ýëåìåíòû âîç-
ìóùåíèß Vss′ � 0, òî óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé (9.14) îêàçûâàåòñß íàðó-
øåííûì.

Îäíàêî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü íîâûé áàçèñ äëß âûðîæäåííûõ âåêòîðîâ, òàêîé œòî âîç-
ìóùåíèå gVps áóäåò â íåì äèàãîíàëüíî: gVps → vpδps. Âåêòîðà íîâîãî áàçèñà ßâëßþòñß

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èñõîäíûõ:
∣

∣

∣
ψ̃s

(0)
〉

=
∑

q=n

n+r−1
bqs

∣

∣

∣
ψq

(0)
〉

, óäîâëåòâîðßþùåé ò.í. ñåêó-ëÿðíîìó óðàâíåíèþ
Vpqbqs =Ebps p, q, s=n,� , n+ r− 1

Ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèß îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðåäïîëàãàåò
ðàâåíñòâî åå äåòåðìèíàíòà íóëþ:

det ‖Vpq −E · I ‖= 0

Íàáîðó r êîðíåé Ei ≡ vi, (i= 0, � , r − 1) ýòîãî óðàâíåíèß r-îé ñòåïåíè îòâåœàþò r ðåøåíèé

bps
(i)
, îäíîðîäíîé ñèñòåìû, èëè r âåêòîðîâ íîâîãî áàçèñà

∣

∣

∣
ψ̃n+i

(0)
〉

=
∑

q=n

n+r−1
bq,n+1
(i)

∣

∣

∣
ψq

(0)
〉

, äëß

êîòîðûõ ìàòðèöà âîçìóùåíèß V :

Vpq→



















vn 0 � 0
0 vn+1 � 0� � � �
0 � � vn+r−1



















Çàœàñòóþ âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû vi îêàçûâàþòñß ðàçëèœíûìè. è âûðîæäåíèå ñíèìà-
åòñß. Îäíàêî, äàæå åñëè äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû äëß êàêèõ-òî ñîñòîßíèé ñîâïàëè, íåäèà-
ãîíàëüíûå ìàòðèœíûå ýëåìåíòû ìåæäó ýòèìè ñîñòîßíèßìè òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, è
âçàèìíîå ñìåøèâàíèå (9.9) äëß ýòèõ ñîñòîßíèé îòñóòñòâóåò. Ýòî îçíàœàåò, œòî â íîâîì
áàçèñå óñëîâèå (9.14) íå íàðóøåíî, è ïðèìåíèìà òåîðèß âîçìóùåíèé äëß íåâûðîæäåííîãî
ñëóœàß, ðàññìîòðåííàß âûøå.
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9.3 Ïåðåñå÷åíèå òåðìîâ.
Ðàññìîòðèì ñëóœàé, êîãäà äâà óðîâíß â ñèñòåìå, â îòëèœèè îò îñòàëüíûõ, íàõîäßòñß îœåíü
áëèçêî äðóã ê äðóãó: Em+1 − Em ≪ En+1 − En äëß âñåõ n � m. Ýôôåêò (9.9), âûçâàííûé
ñëàáûì âîçìóùåíèåì gV , áóäåò ìàë (∼O(g)) äëß âñåõ óðîâíåé

ckn
(1)

=
gVkn

En
(0)−Ek

(0)

çà èñêëþœåíèåì (n=m, k =m+ 1), à òàêæå (n=m+ 1, k =m), äëß êîòîðûõ âçàèìíîå ñìå-
øèâàíèå ìîæåò áûòü âåëèêî èç-çà áëèçîñòè óðîâíåé Em è Em+1 (ìàëîñòè çíàìåíàòåëß
Em+1

(0) −Em
(0)). Â òàêîì ñëóœàå âëèßíèåì äðóãèõ ñîñòîßíèé íà ýòè óðîâíè ìîæíî ïðåíåáðåœü,

ðàññìîòðåâ âçàèìíîå ñìåøèâàíèå òîëüêî ýòèõ äâóõ óðîâíåé, îñòàâèâ èç âñåé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (9.7) ëèøü äâà óïîìßíóòûõ óðîâíß. Ïîñêîëüêó èç âñåõ ñîñòîßíèé ìû ðàññìàòðèâàåì
òîëüêî äâà, ïåðåîáîçíàœèì m → 1, (m + 1) → 2; â ýòèõ îáîçíàœåíèßõ îñòàâøèåñß èç óðàâ-
íåíèé (9.7) ïðèìóò âèä

Ec1 =
(

E1
(0)

+ gV11

)

c1 + gV12c2 =H11c1 +H12c2

Ec2 = gV21c1 +
(

E2
(0) + gV22

)

c2 =H21c1 +H22c2
(9.15)

Ïðåäñòàâèì, œòî ñâîéñòâà êâàíòîâîé ñèñòåìû çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà λ: H11 =
H11(λ), H22 = H22(λ) òàê œòî ïðè íåêîòîðîì λ = λ0 äèàãîíàëüíûå ìàòðèœíûå ýëåìåíòû
ãàìèëüòîíèàíà ñîâïàäàþò: H11(λ0) = H22(λ0). Â îòñóòñòâèè íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
H12 ≡ H21 ≡ 0 ýíåðãèè ñîñòîßíèé E1(λ) = H11(λ) è E2(λ) = H22(λ) ïðè λ = λ0 ñîâïàäàþò –
ïðîèñõîäèò ò.í. "ïåðåñåœåíèå òåðìîâ", ñì. Ðèñ.9.1.

Ðèñóíîê 9.1.
Ðåøåíèå óðàâíåíèé (9.15) äàåò

E1,2 =
H11 +H22

2
± (H11 −H22)2

4
+ |H12|2

√

Ψ1,2 =
1

1+ r2
√

(

1
r1,2

)

, ãäå r1,2 =
H22 −H11

2
± (H11 −H22)2

4
+ |H12|2

√

Ïðåäïîëîæèì äëß îïðåäåëåííîñòè, œòî H11<H22, òîãäà

a) ïðè λ≪λ0,



















E1→H11 − |H12|2/|H11 −H22|, Ψ1→
(

1
0

)

E2→H22 + |H12|2/|H11 −H22|, Ψ2→
(

0
1

)

b) ïðè λ=λ0,



















E1 =
H1 1 + H2 2

2
− |H12|, Ψ1 =

1

2
√

(

1
− 1

)

E2 =
H1 1 + H2 2

2
+ |H12|, Ψ2 =

1

2
√

(

1
1

)
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c) ïðè λ≫λ0,



















E1→H22 − |H12|2/|H11 −H22|, Ψ1→
(

0
1

)

E2→H22 + |H12|2/|H11 −H22|, Ψ2→
(

1
0

)

Íà Ðèñ.9.1 ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îò λ äëß E1(λ) è E2(λ) ïîêàçàíû ñîîòâåò-
ñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé êðèâîé. Ïðè λ≪ λ0 ñîñòîßíèå, îòâåœàþùåå ñîáñòâåííîé ýíåðãèè
E1(λ) áëèçêî ê ñîñòîßíèþ |1〉, ïðè λ = λ0 îíî ïðåäñòàâëßåò ñìåñü ñîñòîßíèé |1〉 è |2〉 â
ðàâíûõ ïðîïîðöèßõ, à ïðè λ ≫ λ0 îíî ïåðåõîäèò â ñîñòîßíèå |2〉. Àíàëîãèœíûì îáðàçîì
ïðè λ ≪ λ0 ñîñòîßíèå, îòâåœàþùåå ñîáñòâåííîé ýíåðãèè E2(λ) áëèçêî ê ñîñòîßíèþ |2〉, ïðè
λ = λ0 îíî òàê æå ïðåäñòàâëßåò ñìåñü ñîñòîßíèé |1〉 è |2〉 â ðàâíûõ ïðîïîðöèßõ, à ïðè λ≫
λ0 îíî ïåðåõîäèò â ñîñòîßíèå |1〉. Â òî âðåìß, êàê â îòñóòñòâèè íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðèœíûõ
ýëåìåíòîâ H12, H21 âîçìîæíî ïåðåñåœåíèå òåðìîâ, îòëèœèå H12, H21 ïðèâîäèò ê "ðàñòàëêè-
âàíèþ" óðîâíåé: ìèíèìàëüíîå ðàññòîßíèå ìåæäó óðîâíßìè, îòâåœàþùåå λ=λ0, ðàâíî

E2(λ)−E1(λ)= 2|H12|.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, œòî åñëè ñîñòîßíèß |1〉 è |2〉 èìåþò, íàïðèìåð, ïðîòèâîïîëîæíóþ÷åòíîñòü, òî ïðè ïåðåõîäå îò λ≪ λ0 ê λ≫ λ0 œåòíîñòü êàæäîãî èç ñîáñòâåííûõ ñîñòîßíèé
ãàìèëüòîíèàíà H ìåíßåòñß íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.9.4 Àòîì â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, ýôôåêò Øòàðêà.
Ïîëíûé çàðßä àòîìà ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó ñèëà, äåéñòâóþùàß íà àòîì, íàõîäßùèéñß â
îäíîðîäíîì ýëåêòðèœåñêîì ïîëå, ðàâíà íóëþ. Âçàèìîäåéñòâèå íåéòðàëüíîãî àòîìà ñ îäíî-
ðîäíûì ýëåêòðèœåñêèì ïîëåì âîçìîæíî ëèøü ïðè íàëèœèè ó íåãî ýëåêòðèœåñêîãî äèïîëü-
íîãî ìîìåíòà:

V̂ = dK̂ EK
Â îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëß ñðåäíèé ýëåêòðèœåñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò àòîìà â ñîñòî-
ßíèè ñ îïðåäåëåííûì ïîëíûì ìîìåíòîì èìïóëüñà òàêæå ðàâåí íóëþ. Ïðèœèíà ïðîñòà –
åäèíñòâåííîå âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå â àòîìå çàäàåòñß àêñèàëüíûì âåêòîðîì ïîëíîãî

ìîìåíòà èìïóëüñà JK̂ , òîãäà êàê äèïîëüíûé ýëåêòðèœåñêèé ìîìåíò dK̂ ßâëßåòñß ïîëÿðíûì
âåêòîðîì – ïðè îòðàæåíèè îñåé êîîðäèíàò ïðîåêöèè íà îñè ïîëßðíîãî âåêòîðà ìåíßþò
çíàê, òîãäà êàê ïðîåêöèè àêñèàëüíîãî âåêòîðà îñòàþòñß íåèçìåííûìè.

Ïîñêîëüêó â îòñóòñòâèè âîçìóùåíèß V̂ ñîáñòâåííûé äèïîëüíûé ìîìåíò
〈

dK 〉 = 0, â

ïåðâîì ïîðßäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîïðàâêà ê ýíåðãèè ðàâíà íóëþ:

∆E=E(1) = 〈n|V̂ |n〉= 〈n|dK EK |n〉= 〈n|dK |n〉EK =0,

ãäå |n〉 – íåâîçìóùåííîå ñîñòîßíèå àòîìà.

Íàëîæåíèå âíåøíåãî ýëåêòðèœåñêîãî ïîëß ñîçäàåò â àòîìå íàâåäåííûé ýëåêòðèœåñêèé

ìîìåíò
〈

dK 〉, ïðîïîðöèîíàëüíûé íàïðßæåííîñòè ýëåêòðèœåñêîãî ïîëß EK : 〈dK 〉‖EK . Ýíåðãèß

âçàèìîäåéñòâèß E ∝
〈

dKEK 〉 ∝ E2, ò.å. êâàäðàòèœíà ïî âíåøíåìó ïîëþ. Âî âòîðîì ïîðßäêå

òåîðèè âîçìóùåíèé ýíåðãèß âçàèìîäåéñòâèß àòîìà ñ ýëåêòðèœåñêèì ïîëåì – ýôôåêòØòàðêà
∆E=E(2) =

∑

k�n

∣

∣

∣〈k |dK EK |n〉∣∣∣2
En

(0)−Ek
(0)

=− 1

2
αEz

2

ãäå äëß îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëàãàåòñß, œòî ýëåêòðèœåñêîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè z:

EK = (0, 0, Ez). Ïîëßðèçóåìîñòü

α= 2e2
∑

k�n

|〈k |z |n〉|2

Ek
(0)−En

(0)
= aB

3 βn. (9.16)
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Äëß àòîìà âîäîðîäà â îñíîâíîì ñîñòîßíèè βn = 4.4. Âûœèñëåíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà
çàäàœà íåïðîñòàß, íî îöåíèòü äëß íåãî ãðàíèöó ñâåðõó è ñíèçó äîñòàòîœíî ïðîñòî.

Íàïðèìåð, çàìåíßß â (9.16) çíàìåíàòåëü íà ìèíèìàëüíûé (Ek
(0)−E1

(0))→ (E2
(0)−E1

(0)) è ðàñ-
ïðîñòðàíßß ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñîñòîßíèßì (ò.ê. 〈1|z |1〉= 0), ïîëóœèì îöåíêó ñâåðõó

α6 2e2
1

E2
(0)−E1

(0)

∑

k

〈n|z |k〉〈k |z |n〉=
4

3

1

1− 1

4

〈1|r2 |1〉aB =
16

9
× 3aB

3 = 5.33aB
3

Àíàëîãèœíî äëß îöåíêè ñíèçó (Ek
(0)−E1

(0))→ (−E1
(0)) è

α> 2e2
1

−E1
(0)

∑

k

〈n|z |k〉〈k |z |n〉=
4

3
〈1|r2 |1〉aB =

4

3
× 3aB

3 =4aB
3

Òàêèå îöåíêè, ãäå ñóììà ïî ìíîæåñòâó (âîîáùå ãîâîðß, ìàëîèçâåñòíûõ) ñîñòîßíèé çàìåíß-
åòñß íà íåêîòîðîå ñðåäíåå ïî õîðîøî îïðåäåëåííîìó, â äàííîì ñëóœàå, ïî îñíîâíîìó ñîñòî-
ßíèþ, íàçûâàþòñß ïðàâèëàìè ñóìì.

Ðàññìîòðåííûé ýôôåêò êâàäðàòèœåí ïî ïðèëîæåííîìó ýëåêòðèœåñêîìó ïîëþ E . Îäíàêî
ó àòîìà âîäîðîäà èìåþòñß âûðîæäåííûå ñîñòîßíèß ñ ðàçëèœíîé œåòíîñòüþ, â œàñòíîñòè,
ïðè n= 2, îäíî œåòíîå ñîñòîßíèå 2S è òðè íåœåòíûõ ñîñòîßíèß 2P ñ ïðîåêöèåé ìîìåíòà lz =
(− 1, 0, 1)~. Åñëè ýëåêòðèœåñêîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè z, ïðîåêöèß ìîìåíòà lz ñîõðàíß-
åòñß, è ñìåøèâàþòñß ëèøü äâà ñîñòîßíèß: 2S è 2P c lz = 0. Äëß ýòèõ ñîñòîßíèé V11 = V22 = 0
è V12 = V21 = 3eaBEz. Ðåøàß ñåêóëßðíîå óðàâíåíèå, ïîëóœèì äëß ýíåðãèè è äëß âåêòîðà
ñîñòîßíèß

E±=3eaBEz, |ψ±〉=
1

2
√ (|2S 〉 ∓ |2P 〉)

Äëß àòîìà âîäîðîäà ýôôåêò Øòàðêà äëß ñîñòîßíèé ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì œèñëîì n > 2
îêàçûâàåòñß ëèíåéíûì ïî E .9.5 Ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå.
Ýëåêòðîí, äâèæóùèéñß â ýëåêòðèœåñêîì ïîëå àòîìà ñî ñêîðîñòüþ vK , èñïûòûâàåò âîçäåé-

ñòâèå íå òîëüêî ýëåêòðèœåñêîãî ïîëß EK , íî è âîçíèêàþùåãî â åãî ñîáñòâåííîé ñèñòåìå
îòñœåòà ìàãíèòíîãî ïîëß

BK =− 1

c

[

vK ×EK ]=− ~

ec

1

~
[rK × vK ]

(dU/dr)

r
=− ~

emc

(

dU

dr

)

LK̂ .
Áîëåå àêêóðàòíûé ðàñœåò, óœèòûâàþùèé íåèíåðöèàëüíîñòü ñîáñòâåííîé ñèñòåìû ýëåê-
òðîíà, ïðèâîäèò ê ïîßâëåíèþ äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëß 1/2. Ñ åãî óœåòîì âçàìîäåé-
ñòâèå ñîáñòâåííîãî (ñïèíîâîãî) ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà – ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìî-äåéñòâèå

V̂LS =− 2µB sK̂BK = µB
2 1

e2r

(

dU

dr

)

(

sK̂LK̂ )= β ·
(

sK̂LK̂ ),
ãäå β= µB

2 1

e2r

(

dU

dr

)

. Ñðåäíåå îò
(

sK̂LK̂ ) ëåãêî âûœèñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

JK̂ =LK̂ + sK̂ ,⇒ JK̂ 2
=
(

LK̂ + sK̂ )2 =LK̂ 2
+ sK̂ 2

+2sK̂LK̂
îòêóäà

(

sK̂LK̂ ) =
1

2

(

JK̂ 2
− LK̂ 2

− sK̂ 2
)

. Óñðåäíßß ïî ñîñòîßíèþ ñ îïðåäåëåííûì ïîëíûì

ìîìåíòîì J è L,s

JK̂ 2
∣

∣

∣

∣

j , jz, l,
1

2

〉

= j(j+ 1)

∣

∣

∣

∣

j , jz , l,
1

2

〉

,

LK̂ 2
∣

∣

∣

∣

j , jz, l,
1

2

〉

= l(l+ 1)

∣

∣

∣

∣

j , jz, l,
1

2

〉

,

ïîëóœàåì
〈

j , jz , l,
1

2

∣

∣

∣

∣

sK̂LK̂ ∣∣∣
∣

j , jz , l,
1

2

〉

=
1

2

[

j(j+ 1)− l(l+ 1)− 3

4

]

, (9.17)
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îòêóäà
〈

V̂LS

〉

=
〈β 〉
2

·
[

j(j+ 1)− l(l+ 1)− 3

4

]

Â îáùåì ñëóœàå 〈β 〉 çàâèñèò è îò ãëàâíîãî êâàíòîâîãî œèñëà n, è îò îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà
l, òàê œòî ðàçëèœíûå çíàœåíèß j è l îòâåœàþò ðàçëèœíûì çíàœåíèßì ýíåðãèè. Òåì ñàìûì
ñíèìàåòñß "ñëóœàéíîå âûðîæäåíèå" ïî l, èìåþùåå ìåñòî äëß âîäîðîäîïîäîáíûõ ñèñòåì,
ïðèâîäß ê ðàñùåïëåíèþ âûðîæäåííûõ óðîâíåé è ïîßâëåíèþ òîíêîé ñòðóêòóðû. Ïîðßäîê
âåëèœèíû

β∼
(

e~

mc

)2
1

e2aB

e2

aB
2 =

(

e2

~c

)2
e2

aB
=α2 e

2

aB
=α2Ry

ò.å. ðàñùåïëåíèå â àòîìíûõ åäèíèöàõ èìååò ïîðßäîê ìàëîñòè α2, ãäå α≡ e2

~c
≈ 1/137 íàçû-

âàåòñß ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû .
Â òßæåëûõ àòîìàõ ïîòåíöèàë äëß âíóòðåííèõ ýëåêòðîíîâ ïðîïîðöèîíàëåí U(r) ∼ Z/r

(Z – çàðßä ßäðà), r∼ aB/Z, ñêîðîñòü v∼Zα, îòêóäà β∼Z4α2Ry.9.6 Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå, ýôôåêò Çååìàíà.
Ðàññìîòðèì àòîì â ïîñòîßííîì ìàãíèòíîì ïîëå HK ‖zK . Âçàèìîäåéñòâèå âíåøíåãî ýëåêòðîíà
ñ ìàãíèòíûì ïîëåì ìîæåò áûòü çàïèñàíî, êàê

V̂ = µB(LK̂ + 2sK̂ )HK = µB(JK̂ + sK̂ )HK = µBmK HK ,
ãäå mK = (JK̂ + sK̂ ) – âåêòîð ìàãíèòíîãî ìîìåíòà. Â íàèíèçøåì ïîðßäêå òåîðèè âîçìóùåíèé

ýíåðãèß âçàèìîäåéñòâèß àòîìà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì ðàâíà ñðåäíåìó V̂ ïî íåâîçìóùåííîìó
êâàíòîâîìó ñîñòîßíèþ àòîìà (â äàííîì ñëóœàå ïî ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîßíèþ ñ îïðåäå-

ëåííûì ïîëíûì ìîìåíòîì j:
〈

JK̂ 2
〉

= j(j+ 1), l:
〈

LK̂ 2
〉

= l(l+ 1)):

E(j , jz, l, s)= 〈j , jz, l, s|V̂ |j , jz, l, s〉= µBHK 〈j , jz, l, s|mK |j , jz, l, s〉

Âåêòîð ìàãíèòíîãî ìîìåíòà mK ñêëàäûâàåòñß èç âåêòîðà ïîëíîãî ìîìåíòà JK̂ è âåêòîðà

ñïèíà sK̂ . Â íåâîçìóùåííîì àòîìå âåêòîð mK ìîæåò áûòü íàïðàâëåí âäîëü åäèíñòâåííîãî

âûäåëåííîãî íàïðàâëåíèß â àòîìå – âåêòîðà ïîëíîãî ìîìåíòà JK̂ , ïîýòîìó äëß âûœèñëåíèß

âåêòîðà mK äîñòàòîœíî âûœèñëèòü åãî ñðåäíþþ ïðîåêöèþ íà âåêòîð ïîëíîãî ìîìåíòà JK̂ :
〈mK 〉 = 〈j , jz, l, s|mK |j , jz, l, s〉=

=
〈j , jz , l, s|JK |j , jz, l, s〉〈j , jz , l, s|JK mK |j , jz, l, s〉

j(j+1)
=

= gL〈j , jz, l, s|JK |j , jz, l, s〉= gLjz,

ãäå ôàêòîð Ëàíäå

gL =
〈j , jz, l, s|JK mK |j , jz, l, s〉

j(j+ 1)
=

=
〈j , jz, l, s|JK 2|j , jz, l, s〉

j(j+ 1)
+

〈j , jz, l, s|JKsK |j , jz, l, s〉
j(j+1)

=

= 1 +
j(j+ 1)+ s(s+ 1)− l(l+1)

2j(j+ 1)
=

3

2
− l(l+ 1)− s(s+1)

2j(j+ 1)

âûœèñëßåòñß àíàëîãèœíî (9.17) óñðåäíåíèåì òîæäåñòâà (JK̂ − sK̂ )2 = LK̂ 2
. Îêîíœàòåëüíî, ïðè

ïîìåùåíèè â ìàãíèòíîå ïîëå äëß (2j + 1) âûðîæäåííûõ ñîñòîßíèé, îòâåœàþùèõ ðàçëèœíûì
ïðîåêöèßì ïîëíîãî ìîìåíòà , âîçíèêàåò ðàñùåïëåíèå óðîâíåé, íàçûâàåìîå ýôôåêòîì Çåå-ìàíà:

∆E= gLjz , jz =− j ,� , 0,� , j.
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Ãëàâà 10Òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû.10.1 Òîæäåñòâåííîñòü ÷àñòèö, áîçîíû è ôåðìèîíû, ñâÿçüñî ñïèíîì ÷àñòèö. Ïðèíöèï Ïàóëè.
Â êëàññèœåñêîé ìåõàíèêå îäèíàêîâûå œàñòèöû ñœèòàþòñß ðàçëèœèìûìè, ò.ê. òðàåêòîðèþ
êàæäîé ìîæíî ïðîñëåäèòü ßâíûì îáðàçîì. Â êâàíòîâîì ñëóœàå ïîíßòèå òðàåêòîðèè èñœå-
çàåò, âîëíîâûå ïàêåòû, îòâåœàþùèå êàæäîé èç œàñòèö áûñòðî ðàñïëûâàþòñß è ïåðåêðûâà-
þòñß, è äîâîëüíî ñêîðî óæå íåëüçß ñêàçàòü, ãäå ïåðâàß, ãäå âòîðàß œàñòèöà, è ò.ï. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, îäèíàêîâûå œàñòèöû â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðèíöèïèàëüíî íåðàçëè÷èìû.

Â œàñòíîñòè, âîëíîâàß ôóíêöèß äëß ïàðû œàñòèö ψ(q1, q2) ïðè ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ
q1 è q2 äîëæíà îïðåäåëßòü òî æå êâàíòîâîå ñîñòîßíèå ψ(q2, q1) = eiα ψ(q1, q2), ñ òåì æå ðàñ-ïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè |ψ(q1, q2)|2. Äðóãèìè ñëîâàìè, îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè œàñòèö
P12ψ(q1, q2) = ψ(q2, q1) äîëæåí èìåòü ñîáñòâåííûå çíàœåíèß eiα. Äâóêðàòíàß ïåðåñòàíîâêà
ßâëßåòñß òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì: e2iα = 1, îòêóäà eiα =± 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå äâóõ òîæäåñòâåííûõ œàñòèö âîëíîâàß
ôóíêöèß ëèáî ñèììåòðèœíà, ëèáî àíòèñèììåòðèœíà. Â ïåðâîì ñëóœàå œàñòèöû íàçûâàþòñßáîçîíàìè, âî âòîðîì — ôåðìèîíàìè.

Â. Ïàóëè ïîêàçàë, œòî ê áîçîíàì îòíîñßòñß œàñòèöû ñ öåëûì (è íóëåâûì) ñïèíîì
(ôîòîíû, ôîíîíû, α-œàñòèöû, äåéòîíû,...), à ê ôåðìèîíàì — ñ ïîëóöåëûì (ýëåêòðîíû,
ïðîòîíû, íåéòðîíû, ßäðà òðèòèß, ...).

Äëß ïàðû ðàçëèœèìûõ (ïîœòè) íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ œàñòèö âîëíîâàß ôóíêöèß ðàñïà-
äàåòñß íà ïðîèçâåäåíèå

ψ(q1, q2)→ ψ1(q1)ψ2(q2).

Äëß òîæäåñòâåííûõ œàñòèö

ψ(q1, q2)→ ψ1(q1)ψ2(q2)± ψ1(q2)ψ2(q1)

2
√

ãäå (+ ) – äëß áîçîíîâ, (− ) – äëß ôåðìèîíîâ.
Äëß ôåðìèîíîâ âîëíîâàß ôóíêöèß ïðè q2 = q1 îáðàùàåòñß â íóëü, ò.å. èìååò ìåñòîïðèíöèï Ïàóëè:Â îäíîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ äâà è áîëåå òîæäå-ñòâåííûõ ôåðìèîíà.Çàäà÷à 10.1. Â ñîñòîßíèè ñ êàêèì îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì ìîãóò íàõîäèòüñß 2 œàñòèöû ñî ñïèíîì 0?Çàäà÷à 10.2. Äâå œàñòèöû ñî ñïèíîì 1 íàõîäßòñß â ñîñòîßíèè ñ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì 0. Êàêèå çíà-

œåíèß ïîëíîãî ñïèíà äîïóñòèìû äëß ýòîé ñèñòåìû?Çàäà÷à 10.3. Òî æå, œòî â ïðåäûäóùåé çàäàœå, íî äëß äâóõ ýëåêòðîíîâ.10.2 Îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå.
Â îòñóòñòâèè (íåîäíîðîäíûõ) ìàãíèòíûõ ïîëåé âîëíîâàß ôóíêöèß ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèß êîîðäèíàòíîé è ñïèíîâîé œàñòè. Íàïðèìåð, äëß ïàðû ýëåêòðîíîâ

Ψ(q1, q2)=
ψ1(r1)ψ2(r2)± ψ1(r2)ψ2(r1)

2
√ · χ1(sz1)χ2(sz2)± χ1(sz2)χ2(sz1)

2
√ .
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Œåòíîñòü ôåðìèîííîé âîëíîâîé ôóíêöèè ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå q1 ↔ q2 äîëæíà
áûòü (-1). Äëß äâóõ ñïèíîâ s1,2 = 1/2 œåòíîñòü ñïèíîâîé œàñòè ðàâíà (+1) äëß ïîëíîãî
ñïèíà s = 1 (â òðèïëåòíîì ñîñòîßíèè), è (-1) äëß ïîëíîãî ñïèíà s = 0 (â ñèíãëåòíîì ñîñòî-
ßíèè). Ñîîòâåòñòâåííî, â òðèïëåòíîì ñîñòîßíèè êîîðäèíàòíàß œàñòü äîëæíà áûòü àíòèñèì-
ìåòðèœíà, à â ñèíãëåòíîì — ñèììåòðèœíà.

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèß ìåæäó äâóìß ýëåêòðîíàìè V (r) =
e2

|rK1− rK2|
> 0.

Ñðåäíßß ýíåðãèß âçàèìîäåéñòâèß

〈V 〉 = 〈Ψ|V |Ψ〉=

= 〈ψ1(r1)ψ2(r2)|V (r1, r2)|ψ1(r1)ψ2(r2)〉± 〈ψ1(r1)ψ2(r2)|V (r1, r2)|ψ1(r2)ψ2(r1)〉

ãäå çàâèñßùåå îò ïîëíîãî ñïèíà âòîðîå ñëàãàåìîå íàçûâàåòñß îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì:
çíàê (+) ïåðåä âòîðûì ñëàãàåìûì îòâåœàåò ñèíãëåòíîìó ñîñòîßíèþ (ñïèíû "àíòèïàðàë-
ëåëüíû", s= 0), à (-) – òðèïëåòíîìó (ñïèíû ïàðàëëåëüíû, s= 1). Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë âçà-
èìîäåéñòâèß ìåæäó ýëåêòðîíàìè ïîëîæèòåëåí, òðèïëåòíîå ñîñòîßíèå îáëàäàåò ìåíüøåé
ýíåðãèåé. Òàêèì îáðàçîì, îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ñòðåìèòñß âûñòðîèòü ñïèíû â îäíîì
íàïðàâëåíèè — èèìåííî ýòî è ïðîèñõîäèò â ôåððîìàãíåòèêàõ.

Çàìåòèì, œòî îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå õîòß è çàâèñèò îò ñïèíà, îíî íå èìååò íèœåãî
îáùåãî ñ ìàãíèòíûì âçàèìîäåéñòâèåì – áîëåå òîãî, êàê ïðàâèëî, îíî îêàçûâàåòñß ãîðàçäî
ñèëüíåå.

66 Òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû.



Ãëàâà 11Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.11.1 Îáùèé ïîäõîä.
Ïåðåéäåì ê èçóœåíèþ ßâëåíèé â ñèñòåìàõ ñ ãàìèëüòîíèàíîì, çàâèñßùåì îò âðåìåíè. Ïóñòü
ãàìèëüòîíèàí ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñóììó ñòàöèîíàðíîãî (íå çàâèñßùåãî îò âðåìåíè) ãàìèëü-

òîíèàíà Ĥ0 è çàâèñßùåãî îò âðåìåíè âîçìóùåíèß V̂ (t)

Ĥ = Ĥ0 + V̂ (t), (11.1)

âêëþœàþùåãîñß ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà âðåìåíè t0 (äëß îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, t0 = 0).

Ïðåäïîëîæèì, œòî äëß ñòàöèîíàðíîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0 èçâåñòåí ïîëíûé íàáîð ñòàöèî-
íàðíûõ ðåøåíèé

{

En, |n〉; |n(t)〉= |n〉e−iEnt/~

}

(11.2)

Íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèß Øðåäèíãåðà

i~
d|Ψ(t)〉

dt
=
(

Ĥ0 + V̂ (t)
)

|Ψ(t)〉. (11.3)

Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå ðàçëîæåíèß ïî ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèßì ãàìèëüòîíèàíà

Ĥ0:

|Ψ(t)〉=
∑

n

an(t)|n(t)〉 (11.4)

Ïîäñòàâëßß ðàçëîæåíèå è óìíîæàß ïîëóœàþùååñß óðàâíåíèå ñëåâà íà áðà-âåêòîð 〈m(t)|,
ïîëóœàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

i~
dam(t)

dt
=
∑

n

Ṽmn(t)an(t) (11.5)

Ṽmn(t) = 〈m(t)|V̂ (t)|n(t)〉=Vmn(t)eiωmnt

ãäå ωmn =(Em −En)/~, è

Vmn(t)= 〈m|V̂ (t)|n〉.
Â îáùåì ñëóœàå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû – çàäàœà íåòðèâèàëüíàß. Äàëåå ìû èçóœèì åå
ðåøåíèå â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé, ïðåäïîëàãàß, œòî âåëèœèíà âîçìóùåíèß äîñòàòîœíî
ìàëà.11.2 Ðåøåíèå â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé.
Ïóñòü äî âêëþœåíèß âîçìóùåíèß êâàíòîâàß ñèñòåìà íàõîäèëàñü â íàœàëüíîì ñîñòîßíèè |i〉,
è ak(t) = δki ïðè t < t0. Åñëè âîçìóùåíèå äîñòàòîœíî ìàëî, òî íåâîçìóùåííîå ðåøåíèå ïîä

âîçäåéñòâèåì Ṽmn(t) ìåíßåòñß ìàëî: |am(t) − δmi| ≪ 1, è â ïðàâóþ œàñòü (11.5) ìîæíî ïîä-
ñòàâèòü íåâîçìóùåííîå ðåøåíèå:

i~
dam(t)

dt
=
∑

n

Ṽmn (t)δni
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Èíòåãðèðóß, ïîëóœàåì

am(t)=− i

~

∫

0

t

Vmi(t
′)eiωmit

′

dt′, (11.6)

îòêóäà âåðîßòíîñòü ïåðåõîäà â íîâîå ñîñòîßíèå

wmi(t) = |am(t)|2 =
1

~2

∣

∣

∣

∣

∫

0

t

Vmi(t
′)eiωmit

′

dt′
∣

∣

∣

∣

211.2.1 Âîçìóùåíèå, äåéñòâóþùåå êîíå÷íîå âðåìÿ.
Ïóñòü Vmn(t) → 0 ïðè t→ ∞, òîãäà ïîñëå âûêëþœåíèß âçàèìîäåéñòâèß ìû ïîëóœàåì ñíîâà
íåâîçìóùåííóþ ñèñòåìó, è íîâîå ñîñòîßíèå áóäåò ñóïåðïîçèöèåé ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîßíèé
|n〉 ñ ïîñòîßííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âåðîßòíîñòü ïåðåõîäà èç íàœàëüíîãî ñîñòîßíèß |i〉 â
êîíåœíîå ñîñòîßíèå |f 〉 ðàâíà

wfi = |afi|2 =
1

~2

∣

∣

∣

∣

∫

0

∞
Vmi(t)e

iωmit dt

∣

∣

∣

∣

211.2.2 Âîçìóùåíèå, îñòàþùååñÿ â ïðåäåëå t → ∞.
Ïóñòü âîçìóùåíèå, âêëþœèâøèñü ïðè t = 0, ïðè t → ∞ ñòðåìèòñß ê íåêîòîðîìó ïîñòîÿí-íîìó ïðåäåëó: Vmi(t)→Vmi

∞. Â òàêîì ñëóœàå èíòåãðàë â (11.6) ðàñõîäèòñß ïðè t→∞.

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë â (11.6), âçßâ åãî ïî œàñòßì:

am(t) = − i

~

∫

0

t

Vmi(t
′)eiωmit

′

dt′=

= − Vmi

~ωmi
eiωmit

′

∣

∣

∣

∣

0

t

+
1

~ωmi

∫

0

t dVmi(t′)
dt′

eiωmit
′

dt′ (11.7)

Òåïåðü èíòåãðàë âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñõîäèòñß. Ïîñêîëüêó âîçìóùåíèå ïðè t → ∞ íå
âûêëþœàåòñß, à ñòðåìèòñß ê íåêîòîðîìó ïîñòîßííîìó ïðåäåëó, è ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëü-

òîíèàí Ĥ0 + V̂
∞

íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ïðè t→∞ ñèñòåìà ñíîâà îïèñûâàåòñß íàáîðîì ñòà-
öèîíàðíûõ ðåøåíèé |n∞〉. Èñïîëüçóß ñòàöèîíàðíóþ òåîðèþ âîçìóùåíèé, ëåãêî ïîëóœèòü,
œòî â åå ïåðâîì ïîðßäêå

|n∞〉= |n〉− Vmn
∞

Em −En
|m〉= |n〉− Vmn

∞

~ωmn
|m〉

îòêóäà âèäíî, œòî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (11.7) îïèñûâàåò ïåðåðàçëîæåíèå àñèìïòîòèœåñêîãî
ïðè t → ∞ ñîñòîßíèß |i∞〉, è ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó íàáîðó ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé |n∞〉
èñœåçíåò. Â ðåçóëüòàòå âåðîßòíîñòü ïåðåõîäà èç èñõîäíîãî ñîñòîßíèß |i〉 â ñîñòîßíèå |f∞〉
íîâîãî (àñèìïòîòèœåñêîãî ïðè t→∞) áàçèñà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîßíèé äàåòñß âòîðûì ñëàãà-
åìûì â (11.7):

wfi =
1

~2ωfi
2

∣

∣

∣

∣

∫

0

∞ dVfi(t)

dt
eiωfit dt

∣

∣

∣

∣

2

Ïðè ìåäëåííîì (àäèàáàòèœåñêîì) âêëþœåíèè âîçìóùåíèß ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì T

ñèñòåìà èç ñîñòîßíèß |i〉 ïåðåõîäèò â ñîñòîßíèå |i∞〉, ñ òîœíîñòüþ äî ìàëûõ ïîïðàâîê
ïîðßäêà 1/(ωfiT )2.

Ïðè áûñòðîì (Tωfi ≪ 1) âêëþœåíèè âåëèœèíà
dVmi(t)

dt
ìåíßåòñß òàê áûñòðî, œòî eiωfit→ 1,

è

wfi =

∣

∣

∣

∣

Vfi
∞

~ωfi

∣

∣

∣

∣

2

œòî ôàêòèœåñêè ïðèâîäèò ïðîñòî ê ïåðåðàçëîæåíèþ èñõîäíîãî âåêòîðà êâàíòîâîãî ñîñòî-
ßíèß ïî âåêòîðàì áàçèñà íîâûõ (àñèìïòîòèœåñêîãî ïðè t→∞) ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîßíèé.
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11.2.3 Ïåðåõîäû ïîä âîçäåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ïåðåõîäû ïîä âîçäåéñòâèåì ïåðèîäèœåñêîãî âîçìóùåíèß V̂ (t) = V̂

0e−iωt, â
ñîñòîßíèß íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, ëåæàùèå â èíòåðâàëå (f , f + df). Âûœèñëåíèå èíòåãðàëà
(11.6) äàåò

afi =− i

~

∫

0

t

dt′Vfi
0 ei(ωfi−ω)t′ =− 1

~
Vfi

0 ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi −ω
,

è ñîîòâåòñòâóþùàß âåðîßòíîñòü ïåðåéòè â êàæäîå êîíêðåòíîå ñîñòîßíèå f ðàâíà:

wfi(t) =
1

~2

∣

∣Vfi
0
∣

∣

2 4sin2[(ωfi −ω)t/2]

(ωfi −ω)2

Èñïîëüçóß èçâåñòíóþ ôîðìóëó

lim
t→∞

sin2αt

παt
= δ(α)

ïîëóœèì

wfi = lim
t→∞

π/2

~2

∣

∣Vfi
0
∣

∣

2 4sin2[(ωfi −ω)t/2]

π(ωfi −ω)2t/2
· t= 2π

~2

∣

∣Vfi
0
∣

∣

2
δ(ωfi −ω) · t

Âåðîßòíîñòü ïåðåõîäà â êîíåœíûå ñîñòîßíèß f , íàõîäßùèåñß â çàäàííîì èíòåðâàëå dνf,
ðàâíà wfidνf. Âèäíî, œòî ïðè áîëüøèõ t îíà ïðîïîðöèîíàëüíà t. Ïîäåëèâ íà t ïîëóœàåì
âåðîßòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè

dẇfi =
2π

~2

∣

∣Vfi
0
∣

∣

2
δ(ωfi −ω)dνf =

2π

~

∣

∣Vfi
0
∣

∣

2
δ(Ef −Ei − ~ω)dνf (11.8)

Ýòà ôîðìóëà èçâåñòíà êàê çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè .11.3 Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ êàðòèíó êâàíòîâàíèß ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Àìïëèòóäà ýëåê-
òðîìàãíèòíîé âîëíû èìååò âèä

AK (rK , t)=ReAK 0ei kK rK −iωt.

Âûáèðåì êàëèáðîâêó ϕ ≡ 0, AK ⊥ kK , òîãäà ýëåêòðèœåñêîå è ìàãíèòíîå ïîëå âîëíû âûðàæà-

þòñß œåðåç âåêòîð-ïîòåíöèàë AK (rK , t) êàê

EK =− 1

c

∂AK
∂t
, HK = rotAK = i[kK ×AK ],

Òîãäà êëàññèœåñêèé ãàìèëüòîíèàí äëß âåêòîð-ïîòåíöèàëà (ñîâïàäàþùèé ñ åå ýíåðãèåé â
îáúåìå V ïðèíèìàåò âèä

H =
V

2c2

[

Ȧ2 +
k2

c2
A2

]

=
1

2
(Q̇2 +ω2Q2)

ñîâïàäàþùèé ñ ãàìèëüòîíèàíîì ãàðìîíèœåñêîãî îñöèëëßòîðà äëß îáîáùåííîé êîîðäèíàòû

Q= V /c2
√

A. Êâàíòîâàíèå ýòîãî îñöèëëßòîðà äàåò

E= ~ω(n+1/2),

ò.å. ýíåðãèß ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíàœåíèß. Ââîäß îïåðàòîðû
ðîæäåíèß è óíèœòîæåíèß êâàíòîâ, ïîëóœèì

â = ω/2~
√

(QK̂ +
i

ω
QK̇ˆ)= Vω/2~c2

√

(AK̂ +
i

ω
AK̇ˆ),

â+ = ω/2~
√

(QK̂ − i

ω
QK̇ˆ)= Vω/2~c2

√

(AK̂ − i

ω
AK̇ˆ)

îòêóäà

AK = eK ~c2/ωV
√

(â ei kK rK −iωt + â+ e−i kK rK +iωt)
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ãäå âåêòîð ïîëßðèçàöèè eK ⊥ kK . Ñîîòâåòñòâåííî, äëß ýëåêòðèœåñêîãî ïîëß

EK =− i ~ω/V
√

(â ei kK rK −iωt − â+ e−i kK rK +iωt) (11.9)

Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñîäåðæèò îïåðàòîðû ðîæäåíèß è óíè-
œòîæåíèß. Íèæå ìû óâèäèì, œòî îíè îïèñûâàþò èçëóœåíèå è ïîãëîùåíèå ôîòîíîâ.×èñëî ìîä êîëåáàíèé â ïðÿìîóãîëüíîì ðåçîíàòîðå.

Ïóñòü ðàçìåðû ðåçîíàòîðà lx, ly, lz. òîãäà äëß ïðîèçâîëüíîé ìîäû â ðåçîíàòîðå

ω2 = c2(kx
2 + ky

2 + kz
2),

ãäå ki = πni/li, è ni œèñëî ïîëóâîëí âäîëü êàæäîãî íàïðàâëåíèß i= x, y, z. Òîãäà œèñëî ìîä
ñ œàñòîòîé, ëåæàùåé â èíòåðâàëå ω, ω+ ∆ω ðàâíî ∆ν = ∆nx∆ny∆nz = ∆kx∆ky∆kzV /π3, ãäå
V = lxlylz. Óñòðåìëßß lx, ly, lz→∞, è äîïóñêàß òàêæå îòðèöàòåëüíûå äëß k11.1, èìååì

dν =V
dkxdkydkz

(2π)3
=V

d3k

(2π)3
(11.10)

Â ñôåðèœåñêèõ êîîðäèíàòàõ

dν=V
dΩk2dk

(2π)311.4 Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå àòîìîâ.
Ñïåêòð èçëóœåíèß àòîìîâ ëåæèò â îñíîâíîì â îïòèœåñêîì äèàïàçîíå, äëß êîòîðîãî äëèíà
âîëíû ìíîãî áîëüøå ðàçìåðîâ àòîìà: λ ≫ aB, èëè kaB ≪ 1. Ïîýòîìó ïîëå íà ðàçìåðàõ
àòîìà ìîæíî ñœèòàòü îäíîðîäíûì, è îñíîâíûì ìåõàíèçìîì ßâëßåòñß âçàèìîäåéñòâèå ýëåê-
òðèœåñêîãî ïîëß âîëíû ñ ýëåêòðèœåñêèì äèïîëüíûì ìîìåíòîì àòîìà:

V̂ = dK EK (11.11)

Ðàññìîòðèì ïåðåõîä àòîìà èç ñîñòîßíèß |i〉 â ñîñòîßíèå |f 〉 c èçëóœåíèåì ôîòîíà ñ
œàñòîòîé

ω= (En −Em)/~

Íàœàëüíûé âåêòîð ñîñòîßíèß ñèñòåìû àòîì+ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå èìååò âèä

|i〉a|ni〉ph

ãäå èíäåêñ a ïîìåœàåò âåêòîð ñîñòîßíèß àòîìà, à èíäåêñ ph — ôîòîíà (ni œèñëî ôîòîíîâ â
íàœàëüíîì ñîñòîßíèè, ni = 0 îçíàœàåò îòñóòñòâèå ôîòîíà). Äëß âåêòîðà êîíåœíîãî ñîñòî-
ßíèß èìååì

|f 〉a
∣

∣n
f

〉

ph

Òîãäà ìàòðèœíûé ýëåìåíò

Vfi = 〈nf |ph〈f |adK EK |i〉a|ni〉ph
= 〈f |dK |i〉 〈nf |EK |ni〉=

= dKfi · eK (− i ~ω/V
√

)(〈nf |â |ni〉+ 〈nf |â+|ni〉) (11.12)

Çäåñü dKfi — ìàòðèœíûé ýëåìåíò äèïîëüíîãî ìîìåíòà àòîìà ìåæäó íàœàëüíûì è êîíåœíûì
ñîñòîßíèßìè àòîìà. Îòëèœèå åãî îò íóëß òðåáóåò âûïîëíåíèß îïðåäåëåííûõ óñëîâèé, íàçû-
âàåìûõ ïðàâèëàìè îòáîðà. Ïðåæäå âñåãî, ïðîñòðàíñòâåííàß œåòíîñòü ýòèõ ñîñòîßíèé,

ðàâíàß ( − 1)l (l – îðáèòàëüíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà), äîëæíà áûòü ïðîòèâîïîëîæíà, îòêóäà
ñëåäóåò, œòî îðáèòàëüíûé ìîìåíò â íàœàëüíîì è êîíåœíîì ñîñòîßíèè àòîìà äîëæåí ðàçëè-
œàòüñß. Áîëåå àêêóðàòíûé àíàëèç äàåò:

lf = li ± 1. (11.13)

11.1. Äëß èçáåæàíèß äâîéíîãî ñœåòà ïðè ýòîì íàäî ðåçóëüòàò ïîäåëèòü íà 23, œòî ýêâèâàëåíòíî â çíà-
ìåíàòåëå çàìåíå π→ 2π.
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Ìàòðèœíûé ýëåìåíò äëß ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëß îòëèœåí îò íóëß, åñëè nf = ni + 1 èëè
nf = ni − 1. Â ïåðâîì ñëóœàå ðåœü èäåò îá èçëóœåíèè ôîòîíà (œèñëî ôîòîíîâ óâåëèœèëîñü
íà åäèíèöó), âî âòîðîì ñëóœàå – î ïîãëîùåíèè ôîòîíà.

Êîãäà íàœàëüíîå œèñëî ôîòîíîâ ðàâíî íóëþ, ãîâîðßò î ñïîíòàííîì, èëè ñàìîïðîèç-
âîëüíîì èñïóñêàíèè ôîòîíîâ. Åñëè â íàœàëüíîì ñîñòîßíèè óæå åñòü n� 0 ôîòîíîâ, òî ìàò-

ðèœíûé ýëåìåíò äëß èçëóœåíèß îêàçûâàåòñß ïðîïîðöèîíàëåí n+ 1
√

. Âåðîßòíîñòü èçëó-
œåíèß ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ìîäóëß ìàòðèœíîãî ýëåìåíòà è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîïîð-
öèîíàëüíà (n+ 1). Äðóãèìè ñëîâàìè, íàëèœèå â äàííîì ñîñòîßíèè óâåëèœèâàåò âåðîßòíîñòü
â (n + 1) ðàç. Îáûœíî ãîâîðßò, œòî äàííàß âåðîßòíîñòü åñòü ñóììà âåðîßòíîñòåé ñïîíòàí-
íîãî èçëóœåíèß+âåðîßòíîñòü âûíóæäåííîãî èçëóœåíèß, ïðîïîðöèîíàëüíàß n œèñëó èìåþ-
ùèõñß â äàííîì êâàíòîâîì ñîñòîßíèè ôîòîíîâ.

Îòìåòèì, œòî ìàòðèœíûé ýëåìåíò ïîãëîùåíèß ôîòîíîâ òàêæå ïðîïîðöèîíàëåí ni
√

è,
ñîîòâåòñòâåííî, âåðîßòíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ni – œèñëó èìåþùèõñß â äàííîì ñîñòîßíèè
ôîòîíîâ

Ïîäñòàâëßß ìàòðèœíûé ýëåìåíò (11.12) â "çîëîòîå ïðàâèëî" Ôåðìè (11.8), äëß èçëó-
œåíèß èìååì

dwfi =
2π

~

∣

∣Vfi
0
∣

∣

2
δ(Ef −Ei − ~ω)dνf =2π

∣

∣

∣
eKdKfi

∣

∣

∣

2
(ni + 1)δ(Ef −Ei −~ω)

dΩω3dω

(2π)3c3

èëè, âåðîßòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè

ω̇ =
ω3
∣

∣

∣
eKdKfi

∣

∣

∣

2

(2π)2c3~
(ni +1)

Âåðîßòíîñòü ñïîíòàííîãî ðàäèàöèîííîãî ðàñïàäà ñîñòîßíèß i â åäèíèöó âðåìåíè

ω̇ =
∑

f

ω3
∣

∣

∣
eKdKfi

∣

∣

∣

2

(2π)2c3~
≡Γ i

íàçûâàåòñß åñòåñòâåííîé øèðèíîé ñïåêòðàëüíîé ëèíèè.Çàäà÷à 11.1. Âûœèñëèòü âåðîßòíîñòü ýëåêòðèœåñêîãî äèïîëüíîãî ïåðåõîäà â àòîìå âîäîðîäà 2P→ 1S.Çàäà÷à 11.2. Äëß ýòîãî æå ïåðåõîäà íàéòè óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå äëß ∆m= 0, è äëß ∆m= ± 1, m —

ïðîåêöèß îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà íà îñü z.

11.4 Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå àòîìîâ. 71





Ãëàâà 12Òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ
Èíôèíèòíîå äâèæåíèå ñèñòåìû äâóõ œàñòèö ïðè íàëèœèè âçàèìîäåéñòâèß ìåæäó íèìè
ïðèâîäèò ê èõ ðàññåßíèþ äðóã íà äðóãå. Ðàíåå, â ãë.6.1 ìû âèäåëè, œòî çàäàœà î äâèæåíèè
äâóõ òåë ñâîäèòñß ê äâèæåíèþ œàñòèöû âî âíåøíåì ïîòåíöèàëå.

Ñëóœàé ïðîñòîãî ðàññåßíèß œàñòèö ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì (áåç èçìåíåíèß èõ ïîëíîé
ýíåðãèè) íàçûâàåòñß óïðóãèì ðàññåßíèåì. Â ïðèíöèïå, ýíåðãèß íàëåòàþùåé œàñòèöû
ìîæåò è íå ñîõðàíßòüñß, çà ñœåò èçìåíåíèß âíóòðåííåãî ñîñòîßíèß ðàññåèâàþùåé (èëè ðàñ-
ñåèâàåìîé) œàñòèöû – â òàêîì ñëóœàå ãîâîðßò î íåóïðóãîì ðàññåßíèè. Îœåâèäíî, ê ñëóœàþ
íåóïðóãîãî ðàññåßíèß ñëåäóåò îòíåñòè è ñëóœàé ïîãëîùåíèß ïàäàþùèõ œàñòèö “ðàññåèâà-
þùåé” ñèñòåìîé.12.1 Ðàññåÿíèå ÷àñòèöû íà âíåøíåì ïîòåíöèàëå.
Èòàê, ïóñòü èìååòñß ïîòîê œàñòèö ñ èìïóëüñîì pK = ~kK ≡ ~(0, 0, k), äâèæóùèõñß èç áåñêîíåœ-
íîñòè, îïèñûâàåìûõ ïëîñêîé âîëíîé

ψïàä =eikz.

Âçàèìîäåéñòâèå ñ ðàññåèâàþùèì öåíòðîì ïðèâîäèò ê ïîßâëåíèþ ðàññåßííîé âîëíû:

ψ+(r) = ψïàä + ψðàñ
(+), è ðåçóëüòèðóþùàß âîëíîâàß ôóíêöèß ψ+(r) äîëæíà óäîâëåòâîðßòü

óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà:

(∆+ k2)ψ+(r)= (2m/~
2)U(r)ψ+(r), (12.1)

Äëß ïîèñêà ðåøåíèß óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñß ýêâèâàëåíòíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì:

ψ+(rK )= eikz +
2m

~2

∫

d3r ′G+(rK − rK ′)U(rK ′)ψ+(rK ′). (12.2)

ãäå ôóíêöèß Ãðèíà G±(rK − rK ′) óäîâëåòâîðßåò ñâîáîäíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà ñ δ-
ôóíêöèåé â ïðàâîé œàñòè:

[

∆r + k2
]

G±(rK − rK ′) = δ(rK − rK ′). (12.3)

Ïðßìîé ïîäñòàíîâêîé ëåãêî óáåäèòüñß, œòî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß åñòü

G±(rK − rK ′)=
1

(2π)3

∫

d3k
ei kK (rK −rK ′)

k2− k
′2± iε

=− 1

4π

e±ik |rK −rK ′|

|rK − rK ′| (12.4)

Çíàê (+ ) îòâåœàåò ðàñõîäßùåéñß (ðàññåßííîé) âîëíå, à çíàê (− ) – ñõîäßùåéñß.Óïðàæíåíèå 12.1. Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî (12.1) è èíòåãðàëüíîãî (12.2) óðàâ-

íåíèé Øðåäèíãåðà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (12.2) íà áîëüøèõ ðàññòîßíèßõ r ≫ a, ãäå a õàðàêòåðíûé ðàçìåð
îáëàñòè, ãäå ïîòåíöèàë îòëèœåí îò íóëß. Ïîäñòàâëßß â (12.2) àñèìïòîòèêó äëß ôóíêöèè
Ãðèíà (12.4) â ïðåäåëå r→∞, ïîëóœèì

ψ+(rK ) = eikz − 2m

~2

∫

d3r ′
1

4π

e±ik |rK −rK ′|

|rK − rK ′| U(rK ′)ψ+(rK ′)≈

≈ eikz − m

2π~2

∫

d3r ′
eikr−i kK ′

rK
r

U(rK ′)ψ+(rK ) (12.5)
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ãäå â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ìû èñïîëüçîâàëè ðàçëîæåíèå: k |rK − rK ′| = k rK 2− 2rKrK ′+ rK ′2
√

≈
k (r − rK rK ′/r) = kr − kK ′

rK ′ (ò.ê. âîëíîâîé âåêòîð ðàññåßííîé âîëíû kK ′
∣

∣

∣

∣

∣

∣
rK – ðàäèóñ-âåêòîðó â

òîœêó íàáëþäåíèß), à â çíàìåíàòåëå ïîëîæèëè rK ′ = 0 . Â èòîãå, óðàâíåíèå (12.2) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

ψ+(rK )≈ eikz + f(k, θ)
eikr

r
, (12.6)

ãäå àìïëèòóäà ñôåðèœåñêîé ðàñõîäßùåéñß âîëíû – àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ – îïðåäåëåíà êàê

f(k, cosθ)=− m

2π~2

∫

d3r ′ e−i kK ′

rK ′

U(rK ′)ψ+(rK ). (12.7)

à θ – óãîë ìåæäó âåêòîðàìè kK è kK ′
.

Âûœèñëèì ïîòîê âåðîßòíîñòè íà áîëüøèõ ðàññòîßíèßõ, óäåðæèâàß ñëàãàåìûå, íàèáîëåå
ìåäëåííî óáûâàþùèå â ïðåäåëå r→∞:

jK =− i~

2m

[

ψ+
∗∇K ψ+ − ψ+

(

∇K ψ+
∗
)]

= jKïàä + jKèíò + jKðàñ. (12.8)

ãäå ïîòîê ïàäàþùèõ jKïàä = ~kK /m è ïîòîê ðàññåßííûõ œàñòèö jKðàñ = (~kK /mr2)|f(k, θ)|2, àèíòåðôåðåíöèîííûé ïîòîê

jKèíò =(~/2mr)(kK + kK ′
)
[

f∗(k, θ)ei(kr−kK ′

rK ′) + f(k, θ)e−i(kr−kK ′

rK ′)
]

(12.9)

Ïîëíûé ïîòîê œàñòèö, ðàññåßííûõ â çàäàííûé òåëåñíûé óãîë dΩ (íå âêëþœàß óãîë 0),

ðàâåí Jðàñ =
~k

m
|f(k, θ)|2r2dΩ; åãî îòíîøåíèå ê ïëîòíîñòè ïîòîêà ïàäàþùèõ œàñòèö äàåòäèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåßíèß:

dσel =Jðàñ/|jïàä|dΩ = |f(k, θ)|2dΩ (12.10)

Èíòåãðàë ïî óãëàì îò äèôôåðåíöèàëüíîãî ñåœåíèß ðàññåßíèß ïîëíîå ñåœåíèå óïðóãîãî ðàñ-
ñåßíèß:

σel =

∫

|f(k, θ)|2 dΩ (12.11)

ïðè íàëèœèè ïîãëîùåíèß œàñòü œàñòèö ìîæåò ïîãëîùàòüñß – îòíîøåíèå ïîòîêà ïîãëî-
ùåííûõ œàñòèö ê ïîòîêó ïàäàþùèõ œàñòèö îïðåäåëßåò ñåœåíèå íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ σin. Â
òàêîì ñëóœàå ïîëíîå ñåœåíèå åñòü ñóììà óïðóãîãî è íåïðóãîãî ñåœåíèß:

σtot = σel + σin.12.2 Îïòè÷åñêàÿ òåîðåìà.
Ïðîèíòåãðèðóåì ïîòîê (12.8) ïî ñôåðå S áîëüøîãî ðàäèóñà r→∞. Ïîñêîëüêó ïðîöåññ ðàñ-
ñåßíèß ñòàöèîíàðåí âî âðåìåíè è âåðîßòíîñòü íå íàêàïëèâàåòñß, èíòåãðàë îò ïîëíîãî
ïîòîêà ðàâåí íóëþ:

0= J =

∮

S

jK dSK = Jïàä + Jèíò +Jðàñ

Îœåâèäíî, Jïàä = 0, îòêóäà Jèíò + Jðàñ =0. Âûœèñëèì Jèíò èñïîëüçóß (12.9):

Jèíò =

∮

S

jKèíòdSK =

= 2πr2
∫

−1

1

dcosθ

[

1

r
g(cos θ)e−i(kr−kr cos θ) +

1

r
g∗(cos θ)ei(kr−kr cos θ)

]
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ãäå g(cos θ) ≡ (~/2m)(kK + kK ′
)f(k, θ). Ïåðåõîäß ê ïåðåìåííîé z = cos θ, èíòåãðèðóåì ïî z ïî

œàñòßì:

Jèíò =
2π

ik

[

g(z)e−i(kr−krz)− g∗(z)ei(kr−krz)
]

z=−1

z=1
−

− 2π

ikr

[

g ′(z)e−i(kr−krz) + g∗′(z)ei(kr−krz)
]

z=−1

z=1
+

+
2π

(ik)r

∫

−1

1

dz
[

g ′′(z)e−i(kr−krz) + g∗′′(z)ei(kr−krz)
]

+� =

≈ 2π~

im

[

f(k, 0)− f(k, π)e−2ikr − f∗(k, 0)+ f∗(k, π)e−2ikr
]

Îòáðàñûâàß áûñòðîîñöèëëèðóþùèå ñëàãàåìûå è ñëàãàåìûå, óáûâàþùèå ñ r→ ∞, ïîëóœàåì
Jèíò = − (4π~/m)Im f(k, 0). Óœèòûâàß Jðàñ = (~k/m)σ = − Jèíò, ïîëóœèì ïîëóœèì îïòè÷å-ñêóþ òåîðåìó , ñâßçûâàþùóþ àìïëèòóäó ðàññåßíèß íà íóëåâîé óãîë ñ ïîëíûì ñåœåíèåì

σ=(4π/k)Im f(k, 0) (12.12)12.3 Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (12.6) è (12.7) ìîæíî ðåøèòü, ðàññìàòðèâàß ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ
êàê âîçìóùåíèå. Äëß ïîëóœåíèß ðåøåíèß â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé äîñòàòîœíî
ïîäñòâèòü â âûðàæåíèå (12.7) äëß àìïëèòóäû f(k, θ) âìåñòî ψ+(rK ) íóëåâîå ïðèáëèæåíèå

ψ+(rK )→ eikz :

f(k, cosθ)≡ f(q) =− m

2π~2

∫

d3reikz−i kK ′

rKU(rK )=− m

2π~2

∫

d3r e−i qK rK U(rK ) (12.13)

Ýòî ïðèáëèæåíèå íàçûâàåòñß ôîðìóëîé Áîðíà, èëè ïðèáëèæåíèåì Áîðíà. Àìïëèòóäà ðàñ-

ñåßíèß çàâèñèò â ýòîì ïðèáëèæåíèè òîëüêî îò âåëèœèíû qK = kK ′ − kK , íàçûâàåìîé ïåðåäà÷åéèìïóëüñà, ñâßçàííîé ñ óãëîì ðàññåßíèß êàê q= 2k sin(θ/2).
Äëß ñôåðèœåñêè ñèììåòðèœíîãî ïîòåíöèàëà ìîæíî, ïåðåéäß ê ïîëßðíûì êîîðäèíàòàì,

âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëàì:

f(q)=− 2m

~2q

∫

0

∞
rdrU(r) sin qr (12.14)

Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå ßâëßåòñß õîðîøèì, åñëè íà ðàññòîßíèßõ a (ïîðßäêà ðàçìåðà
ïîòåíöèàëà âçàìîäåéñòâèß) àìïëèòóäà ðàññåßíèß ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ àìïëèòóäîé ïàäà-
þùåé âîëíû, ò.å.

∣

∣

∣

∣

f(q)

a

∣

∣

∣

∣

=
m

2π~2a

∣

∣

∣

∣

∫

d3r e−i qK rK U(rK )

∣

∣

∣

∣

≪ 1 (12.15)

Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè ñëóœàé ìåäëåííûõ è ñëóœàé áûñòðûõ œàñòèö.
Äëß ñëóœàß ìåäëåííûõ œàñòèö äëèíà âîëíû âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðîì ðàññåèâà-

òåëß, ïîýòîìó qa ≪ 1, è (12.15) ýêñïîíåíòó ìîæíî çàìåíèòü íà åäèíèöó, œòî íåìåäëåííî
äàåò îöåíêó

∣

∣

∣

∣

f(q)

a

∣

∣

∣

∣

=
m

2π~2a

∣

∣

∣

∣

∫

d3r U(rK )

∣

∣

∣

∣

=
ma2U(a)

3~2
≪ 1,

èëè

U(a)≪ 3~2

ma2

Ôàêòèœåñêè ýòî îçíàœàåò, œòî ïîòåíöèàë äîëæåí áûòü ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé ëîêà-
ëèçàöèè íà ðàçìåðå îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèß.

Äëß áûñòðûõ œàñòèö äëß îöåíêè èñïîëüçóåì ôîðìóëó (12.14). Â êàœåñòâå îöåíêè ñâåðõó
ïîëîæèì ñèíóñ ðàâíûé åäèíèöå, òîãäà èíòåãðàë ìîæíî îöåíèòü êàê

f(q)=− 2m

~2q

∫

0

∞
rdrU(r)∼− 2m

~2q
a2U(a)
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â ðåçóëüòàòå œåãî óñëîâèå (12.15) ïðèíèìàåò âèä
∣

∣

∣

∣

f(q)

a

∣

∣

∣

∣

=
2m

~2q
aU(a)∼ aU(a)

~v
≪ 1

ãäå èñïîëüçîâàíî ~q/m . ~k/m = v - ñêîðîñòü œàñòèöû. Ýòî óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò ìàëîñòè
ïîòåíöèàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ íåîïðåäåëåííîñòü â ýíåðãèè çà âðåìß ïðîëåòà œàñòèöû œåðåç
îáëàñòü âçàèìîäåéñòâèß.12.4 Ôîðìóëà Ðåçåðôîðäà.
Ðàññìîòðèì ðàññåßíèå â ïîòåíöèàëå

U(r)=
e2

r
e−µr

Ïðîñòîå âûœèñëåíèå ïî ôîðìóëå (12.14) äàåò äëß àìïëèòóäû f(q)|µ→0 = 2me2/(~2q2),
îòêóäà äèôôåðåíöèàëüíîå ñåœåíèå

dσ

dΩ
=

(

me2

2p2sin2(θ/2)

)2

(12.16)

Èíòåðåñíî, œòî ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò êàê ñ êëàññèœåñêîé ôîðìóëîé, òàê è ñ ðåçóëüòàòîì òîœ-
íîãî ðàñœåòà. Êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèß ïðèíèìàåò âèä

v≫ e2/~cα

Îòìåòèì, œòî ïîëíîå ñåœåíèå áåñêîíåœíî.12.5 Aòîìíûé ôîðìôàêòîð .

Ïîòåíöèàë â àòîìå ñîçäàåòñß ðàñïðåäåëåíèåì çàðßäîâ, ñîñòîßùèõ èç çàðßäà ßäðà Zeδ(r) è
ðàñïðåäåëåíèß ïëîòíîñòè çàðßäîâ ýëåêòðîíîâ − en(r): ρ(r) = Zeδ(r) − en(r). Ïîòåíöèàë
ñâßçàí ñ íåé ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèß Ïóàññîíà

∆eϕ≡∆U =− 4πeρ

Ðåøàß óðàâíåíèå â ôóðüå ïðåäñòàâëåíèè, èìååì ϕq = 4πρq/q
2, îòêóäà

f(q) =− 2me2

~2q2
[Z −F (q)], F (q)=

∫

d3re−i qK rKn(r) (12.17)

Ôóíêöèþ [Z −F (q)] íàçûâàþò àòîìíûì ôîðìôàêòîðîì.
Ïðè qa≪ 1

F (q)=

∫

d3r n(r)

[

1− iqK rK +
i2

2
(qK rK )2 +� ]=(q2/6)

〈

r2
〉

Îòñþäà
dσ

dΩ
=
(〈

r2
〉

/3aB

)2

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå ñåœåíèå êîíåœíî.
Ïðè qa ≫ 1 âêëàä â èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ ìàë, è íàëåòàþùèé ýëåêòðîí

âèëèò â îñíîâíîì ßäðî - ñåœåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåçåðôîðäîâñêèì.
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